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DICHIARAZIONE 


Circostanze particolari anno, nostro malgrado, ritardata la pub- 
blicazione di questa seconda parie della nostra Geometria anali- 
Oca. Non staremo a dire quali sieno le materie che in essa sono 
esposte, e quale l' ordine tenuto nel trattarle ; chiunque accorderà 
al nostro libro l’onore di leggerlo, ne scorgerà l’ indole, e lo giudi- 
cherà. Tutto ciò che possiamo anticipatamente dire è che, nel farlo, 
abbiamo tenuti presenti i migliori e più recenti trattati dello stesso 
genere, accordandolo coi nostri precedenti libri d’ istituzione ele- 
mentare. Ed è appunto per questo accordo che abbiamo trasandate 
talune materie, che, a nostro credere, troveranno miglior posto nel 
Calcolo infinilesimale, che andremo a pubblicare. 

Più che nelle nostre forze, confidiamo nel compatimento accor- 
dato dal pubblico letterario agli altri nostri lavori; e avremo con- 
seguilo il fine che meglio si possa da noi desiderare, se lo stessu 
favore sarà a questa nuova opera conceduto. 

Napoli, Ottobre 1866. 
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ELEKENTI 


DI GEOMETRIA ANALITICA 

— — ■ 

GEOMETRIA NELLO SPAZiO 

LIBRO I. 

DELLA RETTA E DEL PIANO 


CAPITOLO I. 

DHI.I.E PROJBZIONI E DELLE COORDINATE. 

ARTICOLO I. 

Delle projexionl. 

1. Proiezioni sopra un piano. — Si chiiima projczione d' un 
punto X sopra un piano XY (piano di proiezione) il punlo 

A', in cui la rella AA' (retta proiet- 
tante ) condotta parallelamenle a una 
retta data ZZ' (asse dirigente, o 
semplicemente asse } posta fuori del pia- 
no XY, incontra questo piano. La pro- 
iczioneè obbliqua, od ortogona- 
I c, secondo che l’asse è obbliquo, o per- 
pendicolare al piano di proiezione. 

2. Se i diversi punti del scmmento rettilineo AB si proiettano sul- 
lo stesso piano di proiezione, il luogo delle proiezioni di questi punti 
è la retta A'B' ( E. G. 2'. p. , n.° 3o ) ; or questa retta si chiama pro- 
iezione del semmenlo AB sul piano XY, e il piano AB' (luogo del- 
le rette proiettanti i vari punti del semmento AB) si chiama piano 
proiettante di AB. 

3. Se il semmento AB si prolunga indeflnitainenlc, lo stesso acca- 
de per la sua proiezione A'B' ; e se V è il punto in cui queste rette 
s incontrano sul piano XY, l'angolo BVB', quando la proiezione è 
ortogonale, è quello, che forma la retta B'VcoIdelto piano (E. G, 2.» 

Rubi.m. Geometria Analitica i 
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p. , II.” 60). 11 pulilo V in cui la rella AB iiiconlra il piano di projc- 
zionc si chiama traccia della rolla su ipicl piano. 

4. Da queste dcQnizioiii risulla quanto segue; 1° la projczioiie 
d'un punto, od’una retta posti sul piano di projezione 6 lo stesso pun- 
to, 0 la stessa retta ; 2° tulli i punti duna rolla parallela all'asse di- 
rigente anno la stessa projezione, che è la traccia della retia ; 3" tutte 
le rette iuderinile, situale in un piano parallelo all'asse dirigente, 
inno una stessa projezione ; 4“ tulli i scmuienli compresi fra due 
rette parallele all'asse dirigente ànno la stessa projezione, in valore 
numerico ; 5“ un semmenlo parallelo al piano di projezione, e la sua 
projezione sono aritaieticamenle uguali. 

5. Se diversi punti A, B, C, ... M, disposti comunque nello spazio, 
si projctlann sopra uno stesso piano, le projezioni rispettive A', B', 
C', ... sr si potranno considerare come i vertici d'un polilatero pia- 
no, il quale è projezione tlel polilatero ABC ec., che, in generale, 

non ò tutto in un piano. 

Se ABC..M 6 un poligono, anche la sua 
projezione A'B'C'...M' 6un poligono, c l'a- 
rea di questo si dice projezione dell'area 
di quello. 

E giova notare che la projezione del- 
lo slesso poUlalcro AB ec. , su due pia- 
ni paralleli e con lo slesso asse dirigen- 
te., sono Ira loro eguali. 

6. Pbojbziosi sopra lsa retta.— Si chiama projezione d'un 
punto A sopra una retta X'X (asse di projezione) il punto 
A’, in cui il piano P (piano projeltanle ), condotto per A, pa- 
rallelamente a un piano dato YZ (piano 
dirigente), incontra l'asse di proje- 
zionc. La projezione è ohbliqua, od or- 
togonale, secondo che il pianodirigente 
è obbliiiuo, 0 perpendicolare all'asse di 
projezione. 

Y z I/" 1/ Similmente se B 6 un altro punto e B' la 

suii projezioni*, k' B' è la proiezione di AB. 

1. Da ciò segue : 1° tutti i punti d'un piano parallelo al dirigente 
ànno la stessa projezione ; 2“ la projezione d'un punto, o d'una ret- 
ta, che stanno solfasse di projezione è lo stesso punto, o la stessa 
rella ; 3® lutti i scmmenli compresi fra due piani paralleli al dirigen- 
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le anno la stessa numerica projezione ; 4° la projezione d'un sein- 
mento parallelo all’asse di projezione è numericamente uguale al 
semmento. 

8. Diremo punti omonomi quelli, che stanno sopra una stessa 
retti) , 0 sopra uno stesso piano projetlanle , c che per ciò ànno la 
stessa projezione sul piano o sull'asse di projezione; e semmenti 
omonomi quelli, che si percorrono a partire da estremi omonomi 
ad estremi parimente omonomi, indipcìulentemenle dalle loro dire- 
zioni : così, essendo A, A, due punti omonomi, e B, B, due altri 
punii pure omonomi , i due semmenti AB, A,B, sono omonomi , 
sìen essi dello stesso o di segno contrario. All'opposto AB, 6, A, non 
sono omonomi, comunque potessero avere una slessa direzione. 

9. Formolk concerjcenti le proiezioni. — Dopo le precedenti 
dichiarazioni, passiamo ai teoremi seguenti. 

TEORBjiA.-La j)roje;zione orlogonalc d'un s<'minmlo sopra un 
asse è uguale al prodotto algebrico d<d semmento , moltiplicato 
pel coseno della rotazione (n." 4S, p. p. ) di quel semmento. 

Sia AB (flg. n.“ G) il semmento, che geometricamente rappresen- 
teremo con c,c numericamente con s: dal punto A si conduca AQ pa- 
rallela aU’asse, c si congiunga BQ. Essendo ortogonale la projezio- 
ne , ne segue che il triangolo AQB è rettangolo in Q, c quindi AQ= 
ABcosBAQ. OraBAQ è l’angolo che foiina AB con l’asse di projezio- 
ne OX, e AQ è uguale alla projezione A'B', quindi, dinnlando con Sj 
questa projezione, l’eguaglianza precedente diviene 

( 1 ) s,=s cos (cc, o) , 

in cui (x, a) dinota l'angolo formalo dal semmento positivo o con un 
semmento qualunque c anche positivo x, preso dove si voglia sul- 
l'asse di projezione OX. (*) 

Ora, con un ragionamento analogo a quello del n.“ 61, p. p. si può 
dimoslrarc la generaliià della (I), per qualunque valore c direzione 
ilei semmento o, quindi il teorema rimane dimostralo. 

10. Segue da ciò: 1® uri semmento e la sua projezione or!ogo- 
71 a/e sono dello stesso segno, se la rotazione è della forma art2ni: ; 
e di segno contrario, se la rotazione è della forma a t-(27i-t-l)r, es- 
sendo a un angolo <|n. Che se a>|Tt avrà luogo il contrario. 


(•) Per formarsi un'idea di ijucsfangolo basta immaginare per uno sles. 
so punto iiualumiuc condotto duo rette c(|uipollenti alle due rette -t, e <r 
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2" Dun semmenti omonomi dello stesso segno , o di segno con- 
Irario (n." H)ànno la stessa numerica e algebrica jirojezio- 
ne ortogonale. In fatti, essendo omonomi i due semmenti , le equi- 
pollenti ( n.® 57, p. p. ) alle loro direzioni dello stesso segno, con- 
dotte per uno stesso punto, cadranno da una stessa parte rispetto 
aH’asse dirigente; sì che. se i due semmenti sono entrambi positivi, 
le loro rotazioni saranno entrambe della forma a±2mi, o deU'altra 
a±(2n+l)i:, e perù i coseni c quindi le projezioni avranno lo stesso 
segno, .''e poi i due semmenti anno segni contrarii, la rotazione di 
uno sarà della forma a±2»ir, e quella dell' altro sarà a±(2n+l)7:. 
quindi i coseni avranno segni contrarii; ma anche segni conirarii 
anno i semmenti, onde le loro projezioni avran pure uno stesso se- 
gno, come anno lo stesso valore. 

5.® Dividendo il valor numerico della projezinne ortogonale, 
(l'un semmenlo per quello della sua projezione. si à per quozien- 
te il coseno dell’ inclinazione (n.® 36, p. p.) del semmenlo sul- 
l'afse di projezione. indipendenlemcnte dalle loro direzioni. In 
falli, qualunque sia la posizione del semmenlo rispetto aU'assc di 
projezione (a meno chenonsia parallelo all'asse) si à sempreun trian- 
golo rcllangolo, di cui l'ipotcnusa è il semmenlo projeliato, un ca- 
teto è rcquipollenle della projezione, c l'angolo acuto adiacente a 
questo cateto è appunto uno de' due angoli acuti opposti ed uguali , 
fra i quattro che posson formare l'asse c il semmenlo, quando si tra- 
sportano parallelamente a loro stessi, e si fan passare per uno stesso 


punto. 

11. Teorema. — La projezione obhliqua d'un semmenlo sopra 
un asse è uguale al semmenlo moltiplicato pel rapporto tra i co- 
simi degli angoli, formati dalla normale al piano dirigente ad 

semmenlo. e con l'asse di proje- 
zione ; o vero è uguale al seni- 
mento molliplicato pel rapporto 
de seni degli angoli, formuli dal 
jriano dirigente, col semmeido. e 
con l'as-e di projezione. 

Sia AB il semmenlo projellato 
obbliquamcnle sull'asse X'X col 
liiiino dirigente VO'/. ; e sia un nuovo asse perpendicolare a 
questo piano : si conducano ]icr A, e B i piani projellanli P, P'. che 
'aglino X'X in A', B', e X',X, in A,, B,; sarà A'B' la projezione oh- 
hliqiia di AB sul primo di (piesli assi, e A, B, sarà hi projezione orlo- 
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sonale di AB c di A'ii' sul secondo: si die questi scuinicnli umouomi 
avranno la stessa projezione ortogonale, numerica e algehriM, A,B,, 
la quale, secondo la forinola (1 lò scos(x, ,o) per AB.edè .s,cos(x,.o,) 
per A'B', ove o c c, dinotano i semmenli geometrici AB, A'B', ed s. 
s, i loro valori algebrici ; laonde avremo s, cosix, , o,)— 8cos(x, , c) , 
da cui si à 


cosfx, . c) 

jsr — — • 

' cos (x, , Oj) ’ 


or l'angolo (x, , c,), sia qualunque il segno di s,, è sempre l'angolo 
(x, , x) formalo dai due semmenli positivi x, , x presi dovunque, e 
rispellivamcnle sugli assi OX,,OX, quindi la forinola precedente 
può essere scritta così : 


(3) 


_ cosfx, , c) 
cos (x, , X) ' 


Inoltre, essendo OX, perpendicolare al piano dirigcnie YOZ, che 
indicheremo con D, gli angoli (x, , o), (x, , a^) sono complementari 
di (ludli, che il piano D fu rispettivamente* con o e con Oj,, o dei co- 
storo supplcmenbiri, si che cos(x, , c)=seii(D, o), cos(x, , cj -■ 
sen(U. (7,). c perù la (2) può essere scritta benanche cosi : 


(l) 


sen(D, o) 
*‘~%en(D,<;,) ’ 


laonde le forinole (3), e (4) dimostrano il teorema. 

12. Scoi.io I.— Poiché X, dinota un semmento positivo, preso do- 
vunque sutfasse X',X, , che è perpendicolare al piano dirigerne YOZ, 
così neirapplicazionc della forinola (3) convicn tenere presente che 
X, rappresenta la normale al piano dirigente, condotta per 0, e di- 
stesa sollanlo dalla parte positiva dcH'asse di projezione. 

13. Scolio li.— É da notare inollrechela forinola (l), contenendo 
soni, i quali sono sempre positivi, sicno acuti , od ottusi gli angoli 
(D, o), (D, 0 ,), lascia un'ambiguità sul segno del secondo membro, 
c quindi sulla direzione di s,; si che convien meglio far uso della 
furinola (3j. 

1 4. Tkorema. — Se un polilaln-o, piano o ulorlo, ma chimo, ai 
])rojplla sopra un asse, la somma algebrica delle proje zumi de'suoi 
lati è nulla. 

Questo teorema si dimostra come l'analogii del n.* fil» p p.. K di- 
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notando con , s, . . . . s, i successivi lati del polilalero , c con 
®i , , . . . 8 „^ le rispettive projezioni, il teorema enunziato s’ espri- 

me con la seguente formolo : 

(5) Si, + +8,^=0. 

!5. Da questa formula si deducono, come ai numeri 61 e 68 della 
stessa p. p., le altre due 


l«) 


(1) 

+Sj,H i 


essendo s uno de’ lati del polilatcro sul quale si proiettano i rima- 
nenti : la (6) dinota che la projozione alr](ìbrica d’un lato did po- 
lUalcro è vgunle alla somma algebrica di quelle de' rimanenti 
lati, intendendo con ciò, che se A,, A,, A,, . . . A„ sono i succes- 
sivi vertici , si à una stessa proiezione sia che si 
passi direltamcnle da A, ad A„, s a che si vada dal 
primo al secondo di qu 'sli punti passando succes- 
sivamente per A, , Aj, ... A„. La seconda formo- 

P-) 



A, 


•"« la poi è il teorema di Carvot (n.® 68, p. 

esteso a un polilatcro storto. 

16. Giova notiire che le formolo (6) c (1) non dipendono da par- 
ticolare disposizione di asse di proiezione e piano dirigente ; si che. 
verificaie per un certo asse e piano, avran luogo benanche per qua- 
lunque altro asse c piano. 

17. Se per un punto qualunque 0 si conducano delle rette cqui- 
pollciili (n.“ 152, p. p ) ai lati A,Aj, AjA,, oc. si formerà intorno a 
questo punto un fascio di n rette , esistenti nello spazio ; c poiché 
rette equipollenti anno proiezioni omologhe equipollenti, cosi si à il 
sctjucntc 'eoreiiia ; in un fascio di refe equipollenti ai iati d'un 
piilitnlero chiuso, la somma delle projezioni omologhe di quelle 
retle b nulla. K quindi anche il corollario; la projezime algebrica 
d'una qualunque retta del fascio è uguale alla somma a’gebrica 
delle prnjezioiìi delle rimanenti retle. 

18. Itcciprocamcntc al teorema proccilcnlc, se per un fascio di n 
rette, b verilieata la relazione (6), e da un punto qualunque 0 si 
conduce un’eqwpoUente a una prima retta del fascio ; indi per 
l'estremo libero di quest'equipollenlesi conduce una seconda equi 
pallente a una seconda retta ilei fascio, e cosi appresso, tu'te 
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queste equipollenti formeranno un polilatero cliùiso. Imperocché 
se il polilatero risullasse aperto la relazione (G) non avrebbe luogo, 
contro l'ipolcsi. 

19. TEORKMA.-La projpzione obliqua d’un semmento sopra un 
piano è uguale al semmento projeitaio moltiplicato pel rapporto 
de' coseni degli angoli formali did piano normale all'asse diri- 
gente col semmento e con la costui proiezione ,* o pure è uguale 
al semmento moltiplieato pel rapporto tra i seni degli angoli for- 
mali dall'asse dirigente col semmento, e con la sua projezionc. 

Sia AB il semmento, XY il piano di pro- 
iezione, c OZ l’asse dirigente. Si menino 
AA', BB’ parallele a OZ, csarà A'B' la pro- 
iezione di AB ; indi per un punto qualun- 
que 0, di A'B', prolungala se occorra, si 
conduca parallelamente a OZ la 0,Z, che 
sarà nel piano proiettante AB' ; in fine s’in- 
tenda condotto per 0, il piano normale alla 0,Z, , e sia 0,N l'inter- 
sezione di questo piano col projetlanle AB'. É chiaro che dello piano 
normale, sarà perpendicolare benanche all’asse OZ, e che, menan- 
do 0,B, equipollente ad AB, saranno NO,B, , YO,N gli angoli che il 
nominato piano normale forma rispettivamente col semmento AB, c 
con la costui proiezione A'B' : inoltre rangoloB,O,Z,-90“-IVO,B, è 
l’angolo formalo dal semmento AB con la 0,Z,, e quindi con l’asse 
dirigente OZ; e VO,Z,=VO,N-t-90“ è quello formato dalla proiezione 
A'B' con lo stesso asse. 

Postò ciò, dinotiamo con oil semmento AB e con o,, la proiezione 
A'B'; con s ed s,, il valore algebrico delle dette rette ; con z un 
semmento positivo pre.so sull’ asse OZ , e in fine con n un semmento 
pure positivo preso sulla 0,N; in questo modo NO,B, = (n,o), VO,N= 
(n, B,0,Z ={a, z), VO,Z=(o,j, z), e secondo le superiori re- 

lazioni fra questi angoli sarà cos (n, o)=scn(o, z) , cos(n, o,j) = 
sen ( 0 ,, , z) ; ma trovandosi il semmento AB e la sua proiezione A'B' 


nel piano degli assi 0,V, 0,Z, 
(n.®62,p. p.), quindi sarà 
( 8 ) 


ne risulta che A'B'=AB *^°^^^*^* 
cosVO,N 


cos(n, o) _ 




- , . , _ sento, . 

® cos(n , o,,) “ ® sen (o,,, Zi ’ 


le quali formolo contengono l’enunzialo del teorema. La seconda è 
ambigua, perchè contiene seni. 
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20. Su l:i proiezione è orlogonale, allora (ji, a,jl = VO,N=;o. uil 
(n , c)=(5,y , o), si clic 

(9) .s„^cos(o,y. a) : 

laonde In proiezione ortogonale d'un semmenlo sopra un piano è 
ngunle ni semmen'o inni li plico lo pel coseno dell'nngolo, che il 
semmenlo fa con la sua projezione. 

21. Teorkmk.— La projezione obbliqua (Tun triangolo cuguale 
ni iriangulo nwlliplicnlo jiel rapporto tra' seni degli angoli for- 
innli dnll'usse dirUjenle col pittilo del triangolo, e con quello di 
jirojezione. 

Sia AOB il triangolo p r o j c l- 
IÌT 0 , cioè clic devesi proiet- 
tare. e supponiamo primamen- 
teclieil piano di projezioneXOY 
passi per la base OB del trian- 
golo, c sia OZ l'asse dirigente. 
Menando AA' parallela ad OZ . 
c congiungcndo il piede A' cui 
punti Oc B, sarà A'OB la proje- 
zione di AOB ; e conduccndo 
AE. A'D |)crpendicolari alla OB, avremo tri. A'OB : tri.A0B=;A'D : 
AE. Or se per AA' .si conduce un piano AA'A" parallelo al piano ZOB, 
e la cui intersezione col piano XOY sia A'A", indi si mena per E la 
EA" parallela a DA', arrestandola sino ad incontrare la A'A", sarà' 
EA"=1)A', onde lri,A'OB : tri. AOB A"E : AE; ma A"E è proiezio- 
ne di AE sull’asse EA" rispetto al piano dirigente Y0Z(n.® 6), e jierò 
menata EZ' parallela a OZ, si à A"E : AE = sen AEZ' ; scnA"EZ' 
(n.“19), quindi tri. A'OB : tri. AOB=scnAEZ' : scnA"EZ'. Ora, essen- 
do AE ed EA" perpendicolari ad OY', ed EZ' parallela ad OZ, gli an- 
goli AEZ', A"EZ' sono eguali a quelli formali dall'asse dirigente OZ 
col piano AOB del triangolo proiettivo, e con quello di proiezione 
XOY, dunque in questo caso il teorema enunzialo è vero; c ponendo 
tri.AOB^^T, tri. A'OB^T'jj, AEZ'-a, A"EZ'=g , si à secondo la pre- 
cedente proporzione 



(IO) 


ySena 

sen p ■ 


Supponiamo in secondo luogo clic il piano di proiezione passi per 
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uno de' vertici del triangolo , e sia il vertice B. Si prolunghi il lato 
A AC finche non incontri il piano di proje- 
\ lionc in D , e si projcttino i vertici A e C. 
/ ! È chiaro che in questo modo i due trian- 
/ I goli ABD, CBD si trovano nel caso prece- 
5^ dente, e però, ritenendo gli stessi signill- 

u angoli a e p, e osservando che detti 

triangoli ABD, CBD sono in uno stesso pia- 
li no, si à, secondo la formola (10), per le 

loro proiezioni A'BD , C'BD , 

tri.A'BD^tri. ABD tri. C'BD^tri. CBD , 
sen p sen p 

da cui si ricava 


tri. AUD-tri. C'BD= (tri. ABD-tri. CBD) 


sen p ’ 


0 vero tri. A'BC'=:lri. ABC , il che prova che il teorema è vero 
sen p 

anche in questo secondo caso. 

Finalmente se il triangolo proiettivo si trovasse in modo qualun- 
que disposto rispetto al piano di proiezione (P), si potrà sempre per 
uno de’vcrtici del triangolo dato condurre un piano P' parallelo a (P), 
e, rimanendo lo stesso asse dirigente, le proiezioni dello stesso trian- 
golo su questi due piani paralleli saranno eguali (n.® Il) ; ma quella 
sul piano (P') è data dalla formola (10), come si è mostrato , quindi 
quella sul piano (P) sarà rappresentala dalla stessa formola, e però il 
teorema è vero in ogni caso. 

22. 11 teorema dimostrato à luogo per un polìgono in generale ; 
imperocché il poligono dato ABCDE ( fig. al n.® 5 ) può scomporsi 
in triangoli per mezzo di diagonali condotto da uno stesso vertice A, 
e la projezione A'B'C'D'E' verrà essa pure a scomporsi in altritanti 
triangoli, ciascuno de' quali sarà projezione del corrispondente nel 
poligono proiettivo, e s’avrà 

tri. A'B'C'^tri. ABC , tri. A'C'D'=tri. ACD , ec. , 
sen p sen p 

e sommando tutte queste uguaglianze ne risulta finalmente 

pol.A'B'C'D'E'=pol. ABCDE ^ . 

sen p 

Rubisi. Geometria Analtitca S 
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\ Perlanlo, dinolando con a l'area d’un poligono con o,j la sua pro- 
jczionc sul piano XOY, con a e ^ gli angoli clic l'asse dirigente 0/ 
forma col piano del poligono c con quello di projezione, si à 


(11) 


sen a 
scn p ■ 


23. Se la projezione è ortogonale, p=90“ c a è allora 1’ angolo 
complementare di quello X, formato dal piano del poligono con quel- 
lo di proiezione, in modo che si à in tal caso 

(12) a,,=ocosX; 

cioè la projezione ortogonale d'un poligono è uguale a questo po- 
ligono moltiplicalo pel coseno dell’angolo formato dal piano del 
poligono con quello di projezione. 

24. S'immagini condotta perpendicolarmente al piano dcH'arca a 
una retta indeOnita, che chiameremo asse del piano; e divisa, 
come al solito, nelle due parli positiva e negativa, a partire dal pia- 
no, si prenda su quest’asse un semmento o, c si projetti sull'asse 
dirigente OZ della projezione dcH’area a, prendendo per piano diri- 
gente quello di projezione dato (P) : dinotando con s il valore nume- 
rico di 0 , con 0 , la projezione di a, che cosi otticnsi, e con s, il va- 
lore di questa projezione avremo per la formola (4) 


_ sen(P, o) 

®‘“*sen(P, 0 .) ' 

Posto ciò, essendo (P, 0 ,)=^ della formola (11), e dinolando con k 
una retta finita, si vede dal paragone di questa formola con la ( 11 ) 
che sarebbe 


(13) 


ks, = a.,. 


, ](s scn(s, a) . ... 

se fosse — = — 7 ;; — { ; ma, rimanendo lo stesso il piano P c 1 as- 
o scn(P, oj ’ 

se OZ, questo rapporto è costante per tulle le aree contenute nello 
stesso piano dell'arca a, onde dinotandolo con m, avremo ks-ma, 0 


vero s= -r- a; e però, per questa relazione e per la ( 12 ), si può sta- 
K 

bilireil seguente principio : aita projezione d'un'area sopra un 
piano si può sostituire quella d'un semmento dell' asse delle aree 
sull'assedirigenle, purché il semmento siaproporzionale all'area. 

25. Per più estese conoscenze intorno alla teorica delle projezio- 


Digitized by Google 



DELLE PROJEZIOKI 


11 


ni rimandiamo il lettore al pregiatissimo Saggio di geomelria ana- 
litica del prof. CuELiRi. 

ART. II. 

Delle eooHllnale earlesiane o di prejezlooe. ~ E*|uazieal d'aa pua- 
le, d^naa reità parallela a un plano coordinalo, e d*pn plano parai- 
lelo a un wiae coordinalo. 

26. Coordinate cartesi ane. —Sappiamo giilcheun punto 
Q è dato di posizione in un piano XOY , dandone le coordinale 
OP, e PQ=OiN rispetto a due assi OX, 0¥ dati di posizione in quel 

piano : ciò à luogo se le figure che si 
considerano sono nel piano ; ma se 
queste sono nello spazio, che ù tre di- 
mensioni, occorrono e sono suITlcienti 
ire coordinate, come ora mosirererno. 

Sia M un punto qualunque dello spa- 
zio, e sieno XX',YY',ZZ' tre rette, 
condotte per uno stesso punto 0, in 
piani diversi : queste rette determi- 
nano Ire piani indefiniti QQ", KK", Hir 
e otto angoli triedri XOYZ , YO.K'Z , 
X'OY'Z, Y'OXZ, XOYZ', YOX'Z', X'OY'Z', Y'OXZ', che a quattro a 
quattro si trovano da una stessa parie di detti piani ; ed ò manifesto 
che dato il punto M, sono pur date le tre relle Mll, NK, MQ, con 
dotte da quel punto parallelamente agli assi OX, OY, OZ, e termi- 
nate rispettivamente ai piani YZ, XZ, XY. Queste rette determinano 
su rotcs'i piani tre punti H, K, Q, proje/.ioni di M su detti piani 
(n.® 1) ; ed è pur manifesto che i piani KMQ, II.MQ, 1I.11R, che pas- 
sano per dette rette, a due a due prese, delerminano sugli assi OX, 
OY, OZ le tre rette 0P=NQ=MH, 0N=PQ=MR, 0R=PR=MQ, per- 
chè la figura O'I è un parallelepipedo, che à per spigoli adiacenti 
le rette SUI, MR, MQ. 

Reciprocamente, date le tre rette Mll, MK, MQ, è dato il punto M; 
imperocché tagliando OP=MH, ON=MK, OR=MQ, e costruendo su 
queste rette, come spigoli adiaeemi, il parallelepipedo OJl, il verti- 
ce M, opposto ad 0, sarà il punto H. 

21. Posto ciò, le tre rette MII, MR, MQ, o le tre OP, O.N, OR, o 
finalmente le tre OP, PQ, QM sono le coordinale cartesiane, o di 
proiezione del punto M nello spazio ; le tre rette indefinite XX' , 
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YY',ZZ' si chiamano assi delle coordinate, o assi coordi- 
nati, 0 sollanto assi, e il punto 0, inlersezione di questi tre assi, 
si chiama origine delle coordinale, o soltanto origine; e 
finalmente i piani XY, YZ. ZX si dicono piani coordinali. 

Laonde le coordinale di projczìone d’un punto sono le rette che 

10 projeltano su tre piani distinti e concorrenti in un punto. 

28. Inoltre, dando i soli valori numerici delle coordinale d'un 
punto, questo non rimano del lutto determinalo ; imperocché dati i 
valori numerici di Mll, MK, MQ, c non la direzione, c perciò il se- 
gno di questi semmcnti, si può, come nelle coordinale nel piano, 
tagliare benanche OP’— Ofi— Mll, ON'=ON=MK, OR'— OR=MQ, ed in 
questo modo, come si scorge dalla stessa figura , si anno otto dilTe- 
renli punii M, M', M", M'", S, S', S", S'". Ora, stabilendo che OX, 
OY, OZ sieno le parli positive degli assi, e però OX', OY", OZ' le ne- 
gative, e chiamando a, b c i valori numerici delle coordinate paral- 
lele rispellivamcnle agli assi XX', YY', ZZ', avremo individualmente 

pel punto M -i- a, -l- b, -t- c, pel punto S — a, -t- b, -t- c, 
il » M' + rt. -1- b, — c, « » S' — a. + b, — c, 

» » M"-t- a, — b, — c, » » S" — a, — b, — c, 

li 1 ) 111'"+ a, — b, -f c, n » S"’— rt, — b, + c. 

In conclusione un punto nello spazio resta complclamenlc de- 
terminato, dando i valori e i segni delle sue coordinale di prò- 
jezione. Reciprocamentei, dato un punto nello spazio, nesonpure 
dati i valori e i segni delle sue coordinale rispetto a tre assi. 

29. Equazioni d'un punto. — Rappresentando m, y, ~ le coordi- 
nate di projezione d’ un punto qualunque dello spazio, e a , b , c 
le coordinale algebriche d'un individuato punto, questo è rappre- 
sentalo dal complesso delle tre equazioni 

(1) x = a, y = b, z = e (n.® prec.). 

Le coordinale a, b, c non solo posson esser positive o negative, 
ina anche nulle : in falli, se il punto sta sopra uno de' piani coordi- 
nali la sua coordinala rispetto a questo piano è nulla ; se trovasi so- 
pra uno degli assi, non avrà che la sola coordinala rispetto a que- 
st'asse, e le altre due saranno nulle ; e finalmente se il punto è la 
stessa origine non à nessuna coordinata : cosi de' seguenti gruppi di 
equazioni 

x=a, y=b, z^o ; x=a, y—o, z—c ; a;=o, j/=b, z=c , 

11 primo rappresenta un punto del piano XY. il secondo rappresenta 
un punto del piano XZ, c il terzo un punto del piano YZ. 
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Sirailmenle dei tre gruppi 

x=a, i/=o, ;:=o ; x-o, y=b, ;:=o ; x=o, y-o. z-c , 

il primo rappresenta un punto dell'asse OX, il secondo rappresenta 
un punto dell’asse OY, e il terzo un punto detrasse OZ. 

Finalmente lo tre equazioni simultanee x=o, y=o, 2=0 rappre- 
sentano l’origine. 

30 . Giova notare come delle tre coordinale x, y, z d'un •punto M, 
due qualunque sono le coordinate della projezione di quel pun- 
to sul piano di queste due coordinate : cosi x,y sono le coordinate 
della projezione sul piano XY; similmente i punti (cc2), (1/2) sono 
rispettivamente le proiezioni del punto M su i piani XZ, YZ. 

31. Eolazioni d’una retta parallela a uno degli assi. — So 
delle tre equazioni ( 1 ) se ne considerano simultaneamente sole due, 
poniamo le a 3 =a, y= 6 , escludendo la terza, cioè lasciando indeter- 
minata la terza coordinala 2, veniamo a considerare geometricamen- 
te tutti i punti posti sulla retta MM' parallela all'asse OZ, e indefini- 
tamente prolungata dall’una parte e dall’altra del piano XY ; peroc- 
ché ogni punto di questa retta è le stesse due coordinale OP = a , 
PQ= 6 , e la terza coordinata cambia da un punto all’altro. Pertanto, 
ragionando egualmente per due altre delle tre equazioni ( 1 ), si sta- 
bilisce che delle tre coppie seguenti : 

£c— a, y—h ; x=o, 2=c ; y—h, z=c , 

la prima rappresenta una parallela all’asse delle 2, la seconda una 
parallela all’asse delle y, e la terza una parallela all’asse delle x. 

32. Equazione d’un piano parallelo a uno de’ piani coordina- 
ti. — Ritenendo solo una delle equazioni (1), poniamo la x=a, ve- 
niamo a considerare il luogo di quei punti, che anno per ascissa co- 
mune a, c che, com’è chiaro, son quelli del piano indonnito MH" 
condotto parallelamenic al piano YZ, supposto che sia OP=a. Ragio- 
nando analogamente per ciascuna delle altre due equazioni ( 1 ), si 
giunge a stabilire che delle tre equazioni x=a, y—b, z=c, la prima 
rappresenta un piano parallelo al coordinato YZ, la seconda un pia- 
no parallelo al coordinato XZ, e in fine la terza un piano parallelo 
al coordinato XY. 

Da ciò segue che delle tre equazioni x=o, y-o, 2=0, la prima 
rappresenta il piano YZ, la seconda il piano XZ, c la terza il pia- 
no XY. 

33. Abbenchò le equazioni fin qui trattate non sien generali, per- 
chè ciascuna non contiene che una sola delle tre coordinate x, y.z, 
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pure giova nolarc che trallandosi di coordinale nello spazio, U pia- 
no à una equazione, la rolla ne ù due, c il punto ne à Ire. 

.34. In generale, per ciò che concerne piani paralleli ai piani coor- 
dinali, un equazione intera e razionale a una sola variabile, rap- 
prescnla un sistema di piani paralleli al coordinalo delle allrc 
due variabili : cosi l'equazione f(a;)=o di grado n"*® rappresenta un 
sislcma di n piani (reali o immaginarii) par.nlleli al coordinalo Y/, : 
imperocché, so xf, x", ec. sono le radici di queU’equazione, essa è il 
complesso delle n equazioni x=x’ , x=x.', cc. , ciascuna delle quali 
rapprcsenla un piano parallelo al coordinalo YZ (n.® .32). 

35. Equazione d’un piano parallelo a uno degli assi. — Con- 
sideriamo un'equazione fra due variabili, c sia la 

( 2 ) CLX+by-pc^o : 

riferila quesl’cquazione a’ due assi OX, OY rappresenla una rolla R 
( n.® 91, p. p. ) ; ma rispcilo a Ire assi OX, OY, OZ, non esislenli 
in un piano, rappresenlaiin piano parallelo all’asse OZ; im- • 
perocché essa slabilisce una relazione fra due sole delle Ire coordi- 
nale d'un punlo dello spazio, e la Icrza ordinala ;; rimane indeter- 
minata, quindi sì riferisce a tulli quei punii dello spazio, le cui pro- 
Jczioni sul piano XY (n.®30) soddisfanno essa equazione, cioè stanno 
nella retta (2) esistcnle in questo piano; quindi il luogo di delti punti 
0 sia quello dcll'equ zione (2), considerala nello spazio, ò il piano 
condotto per la retta R esistente nel piano XY, ed è parallelo all’ as- 
se questa retta ò per equazione la (2), non tenendo conto di que- 
sto terzo asse. 

Reciprocamente l'equazione d'un piano parallelo all'asse delle z 
deve avere un'eqìiazione della forma (2) ; imperocché qualunque 
suo punlo è projettalo sul piano XY' e parallelamente all’asse delle z 
in una retta, la cui equazione à, in generale, la forma (2). 

Allo stesso modo si prova che le equazioni 

a'x+6'z+c'=o , a"i/-i-6"z-t-c"=o 

sono rispettivamente quelle di piani parallclli all’asse delle y, e a 
quello delle x. 
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CAPITOLO 11. 


DELLA RETTA E DEL PIANO. 

ART. I. 


Foratole varir relallve ad ano o a doe |ibb(I. — 
K^oailoBe ipcBcrale d’on plaoo, ed et|uaxlool i^BeralI d'ooa reUa. 


30. Date le coordinale di due punii, trovare la costoro disianza. 
Sieiio M (xyz). M' (x'y'z') i due punti dali, essendo 0P=x, PQ=y, 
»IQ=z, 0P'=x' , P'Q'=y', M'QW. È chiaro 
che la distanza MM'èla diagonale del paral- 
lelepipedo , che à per lati MA=PP'=:a:^— x, 
MB=;QE^i/'-i/,MC=z'-2.0ra(n.®250,p.p.) 
(a) MM'»=MDHM'D»+21HD.M'DcosCMD 
=.MA*4-!HB*-|-2MA.MB cosAMB 
+ MC*-t-2MD.M'D cosCMD , 



e considerando il fascio delle rette MA, MB, MD projellalo orlo- 
ponalmcntc sopra MC, si à 

(b) MD cos CMD=MA dos AMC+MB cos BMC (n .“ 1 3 ) , quindi 
MM'*= M A‘ -I- MB* -I- MC*-t-2 MA .MBcos AMB-t-2 MA.MCcosAMC 

-|-2MB.MCcosBMC , 


e flnalmenle, osservando che AMB=XOY, BMC=Y0Z, AMC^XOZ, e 
ponendo HM'=p, avremo per la formolo richiesta 

(1) p*=(x-x')*+(y-yy-i-(z-zy+2f(!ir-a:')(y-y^+2g(x-oc')(z-z') 

- 1-2 li(y-y') (z-z') 

essendo /’=cos(X, Y), sf‘=cos(X, Z), A=cos(Y, Z). 

La generalità di questa formolo dipende da quella delle due (a) e 
(b) d'onde è dedotta; or sappiamo dai citati numeri che le (a) e (b) 
sono generali. 

31. Se gli assi sono ortogonali, f=g=k=o, e la (1) diviene 

( 2 ) p^-(x-xr)‘‘+{y-y'H{z-z'}^. 

38. Se M 6 nell origine x=j/=z=o, e si à, sopprimendo gli apici, 
( 3 ) p*=^*+i/+z*+2f xy+2g xz+i hyz , 

se gli assi sono obbliqui ; e se sono rettangolari si à 
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(4) p*=x*+y’t-*. 

39. Essendo x— a:', y—y' , z—z' le projczioni di p sui Ire assi OX, 
OY, OZ, se dinotiamo con l, vi, n i coseni degli angoli che la dire- 
zione positiva di p forma coi tre assi positivi OX, OY, OZ, c suppo- 
niamo questi assi ortogonali, avremo 
(j) x-x':=lp , y-i/'=mp , z-z'-np ; 

c se il punto (x'y'z’) è la stessa origine 0, si à più semplicemente 
(6) x=lp , y=mp , z=np. 

Piu generalmente, se gli assi sono obbliqui, dinotando con a,b,c 
gli angoli che forma p coi tre piani ZY, ZX,XY, e con A, B, C quelli 
formali da ciascuno di questi piani col corrispondente asse coordi- 
nato, avremo (4 , 11) 


(7) 


x-x'=p 


sena 
senA ’ 


y-y'^9 


senb 
scaB ’ 


sene 

^ sen C ■ 


40. 1 coseni l, m, n, son connessi tra loro mercè una relazione, 
che s'ottiene osservando, che le formole (5) devono soddisfare la (3), 
e le (G) la (4), si che dev’essere 

(1) P+m^+n^i. 

Da ciò segue che moltiplicando la prima (6) per I, la seconda per 
ni, e la terza per n, e addizionando i risultamenti, si à 

(8) p=lx+my+nz , 

il che indica che la somma delle projezioni delle projczioni su tre 
assi d‘ una retta su la stessa retta è uguale cdlarella medesima, 
ciò che conferma il dimostralo al n.“ 13. 

ii. Dati due punti M {x'y’i'), M' {x’Y'r'"), trovare le coordinate 
di quel punto, che divide la loro distanza nella ragione jx : v. 

Dinotando con N (xyz) il punto cercato, dovrà essere MN : NM'= 
X : p ; ma, secondo le formole (3) , 

MN = (x -x') : I = (y -y') : m-(z -z') : n , 
KM'=(x"-x) : l = (y"— y) : m=(z"- 2 ) : n , 

quindi, sostituendo nella proporzione precedente, risulta 

X— a/ y — y' z— z' p 

c in fine le coordinate del chiesto punto sono 
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( 9 ) 


|jj3"+vx' _W/'+vi/' 

[x+v ’ ;x+v ’ (J.+V 


42. Nel trovare questo punto si è supposto eadere nell' intervallo 
MN ; se cade fuori basterà cambiare il segno di p, o quello di v. 

Inoltre giova notare che le formolo (9) non determinano che un 
sot punto, Dnchò la ragione jx : v è data ; ma se questa rimane inde- 
terminata, dette formolo rappresentano le coordinate d'un punto 
qualunque della retta, che passa pe’ due punii (x'ij'z ') , 

43. 11 punto N si congiunga con un teno punto M" (ac"'i/"'a"') 
fuori della retta MM', e la distanza N51" si divida in un punto P(xijz), 
cosi che sia M"P : PN-([x+v): À; sostituendo nelle (9) x"', y"', 2 "' 
in luogo di x', y', z'\ jx+v in luogo di jx, X in luogo di v, c invece 
di x", 1 /', 2 " le stesse coordinate (9), si trova pel punto P 


(10) x = 


Xx"'+(x.x"+vx' 

X+ix+v 


ly'"+<^y"Jr'ty' 

X+lx+v 


X2'"-fjX2"+V2' 

X+jx+v 


Pertanto, se in un triangolo MM'M" si divide il Iato MM' in un pun- 
to N nel rapporto jx : v , e quindi il punto N si congiungo col terzo 
vertice M'", e si divide la N.M"'in un punto P nel rapporto (ix+v): X , 
le coordinate di P saranno le (10), le quali rappresenteranno un 
sol punto , quando X, ;x, v son date; ma se queste sono arbitra- 
rie, quelle coordinate rappresenteranno un punto qualunque del 
piano MM'M". 

44. Equazione generale d’un piano. — Da ciò segue, che se fra 
le (10) si eliminano le costanti X, p, v, l'equazione risultante conver- 
rà a tulli i punti del piano, che passa pe' punti M, M', M". Ora quelle 
equazioni ordinate divengono 


(.x-x") X -I- (x-x") [X + (x-x'l V = 0 , 
( y-y"') ^ + (y -if) ;x + ( 7 / - J/') V = 0 , 
(2 — 2 '"> X + (2 — 2 ") [X -I- (2 — 2 ') V = 0 , 

e l’eliminala di queste è 



x-x"' x-x" x-x' 


1X1/2 

00 

y-v’" y-'ifv-v' 

2-2'"2-Z"2-2' 

= 0 , 0 vero 

1 x' 1 /' 2 ' 
t x" \f 2 " 
1 x"'y"’z"' 


= o(E.A,n."C37); 


or quest'equazione sviluppata è della forma 
(12) Ax->rBy+Cz-^D=o , 

ove A, B, C sono funzioni delle coordinate de’punli M, SI', M"; e sic- 
Rubim. Geometria Analitica 4 
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come qucsii punii erano arbitrarli, così l’equa-tone d'un piano 
qualunque è del 1® grado. 

45. Reciprocamente un equazione di 1“ grado delia forma ge- 
nerale (12) rappresenta un piano. Per dimos'rare ciò osserviamo 
primamcnle che l’equazione (12) appartiene ad un luogo geometrico 
situalo nello spazio; imperocchò per ogni sislenia di valori x e y, 
cioè per ogni punto del piano XY, si à un valore, e un solo per 
che determina nello spazio; un punto, il quale à per projezione il 
punto (xyi. Quindi ogni sistema di valori a:, y, z che vcriOca la (12) 
assegna un punto nello spazio, e perù la (12) rappresenta algebrica- 
mente il luogo di questi punti. 

Inoltre, se combiniamo l’equazione (12) con V altra 
(15) ax+by-l-c=o , 

che rappresenta un piano parallelo aH’assc delle; (n.® 35), veniamo 
a considerare quei punti comuni ai due luoghi (12) e (13)(n.“ 129, 
p. p.) ; e secondo che si elimina y, o x tra le (12) c (13) si anno 
equazioni della prima, o della seconda delle seguenti forme 
(14) (i'x+6';+c'=o , (15) u"y-i-h"z+c''=o , 

il che vuol dire che i punti comuni al luogo (12) c al piano (13), i 
quali anno la stessa coordinata i/,si trovano benanche sul luogo (14), 
che è un altro piano parallelo all’asse delle y (n.® 35). Ora i due 
piani (13) c (14) non si tagliano altrimenlc che secondo una retta, 
dunque questa retta sta tutta intera sul luogo gcomclrico (12); e sic- 
come il piano (13), senza cessare di essere parallelo all’asse delle ; 
può avere qualunque posizione o direzione, c lo stesso ragionamento 
ù sempre luogo, cosi ne segue che il luogo geometrico della (12) ò 
tale, che qualunque piano parallelo a una retta data lo taglia secon- 
do una retta, e però detto luogo non può essere allrimenle che un 
piano. 

46. Abbiamo considerato l'equazione risultante (14) ; ma ò chiaro 
che avremmo potuto considerare egualmente la (15), che rappresen- 
ta un piano parallelo all’asse delle x, e la conclusione sarebbe stala 
la stessa. 

4T. Equazioni generali della retta. —Qualunque sia la po- 
sizione d’una rolla rispetto a tre assi, si può sempre condurre per 
essa due piani, le cui equazioni sotto la forma più generale, sono 
(10) Ax+Iiy+Cz+D=o , A'x-rB’y+C'z+D'—o , (n.® pre.) ; 
per contro, basta dare questi piani per dare una retta , la quale 
è appunto Tinlersczione di questi piani, che è una e determinata. 
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D’altronde uno solo di detti piani non ò sulTiciente a determinare la 
retta, perchè questa resta indeterminala in quel piano. Perlanlo 
per rappresentare una retta nello spazio sono necessarie c suIJi- 
cienti due equazioni di 1“ gr., in generale, della forma (IG). 

48. Ben è vero che i due piani, che si conducono per la retta, pos- 
■ sono avere diverse direzioni : tra queste giova prendere quelle dei 
piani che projettano la retta su i piani coordinati ; imperocché se 
questi sono, poniamo, il piano XZ c il piano YZ, le equazioni dei 
piani projellanli, e perù le equazioni della retta saranno 

(11) ax+èz+c-o , a'g-rb'z+c'=o. 

Potendosi la stessa retta projellare benanche sul terzo piano XY^ 
vi sarà un terzo piano projettanle 
(18) a"x-i-b''y+d’=o , 

e si può, in luogo delle (11), prendere una qualunque di esse e 
la (18), 

49. Questa (18) non può essere altrimente che l’equazione, che 
otliensi eliminando z fra le due (17), perocché con questa elimina- 
zione si vengono a considerare i punti comuni ai due piani (i7), cioè 
si considera la retta da essi rappresentata; laonde delle tre equazioni, 
che rappresentano le proiezioni d'una retta su i tre piani coor- 
dinati, un-a qualunque dev’essere conseguenza delle altre due. 

oO. Allorché la retta è da'a per mezzo di due equazioni della for- 
ma generale (16), s’avran quelle delle sue proiezioni, eliminando 
tra le (16) ora x, ora y, e ora 

•M. Reciprocamente, date due equazioni della forma (16), o (17), e 
costruendo i due piani da esse rappresentali s’avrà, in generale, una 
retta nello spazio, che sarà l intersezione di delti piani. E se si anno 
tre equazioni di Ire piani simultanee, costruendo (|uesli piani s’avrà, 
in generale, un punto nello spazio, il quale sarà l’Intersezione di 
questi piani. Laonde possiamo stabilire che nell’analisi a tre coordi- 
nale una sola equazione di 1" grado e, in generale, a tre variabili 
rappresenta un piano ; due di si fatte equazioni simultanee rappre- 
sentano una retta ; e tre di esse un punto. Reciprocamente il piano 
ammette una sola equazione di 1® gr. , e in generale, a tre varia- 
bili ; una retta ne ammette due simultanee, e il punto tre. 
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ART. II. 

Della Irasformazloae delle coorillaale. 


52. Come nel piano, così nello spazio la trasformazione del- 
le coordinale à per oggetto: date le coordinale y, zd'un 
punto rispetto a un sistema di coordinale , trovare le coordinale 
,Y ,i' dello stesso punto rispello a un nuovo sistema, dato di 
posizione rispetto al primo. 

I.® 11 caso ‘più semplice ò quello in cui le coordinate x, y, z si 
riferiscono a tre assi OX, OY, OZ, e si cercano le coordinate x',y',z' 
rispetto a tre nuovi assi O'X', O'Y', O'Z' rispettivamente paralleli ai 
primitivi OX, OY, OZ ; in tal caso, chiamando x„, y„, z^ le coor- 
dinale della nuova origine 0' rispetto ai primitivi assi, si ù 


(1) x=x'-i-a-o, y=y'+y„, z=:;'+2o- 


2.® Abbiano i nuovi assi la stessa origine de’ primitivi, ed entram- 
bi i sistemi sieno obbliqui, e sia OP=x, PQ=y, MQ=z, OP— x' , 

P'Q—y', MQ'=::'. Si projelti, il polila- 
tero l’OP'Q'MP sull’asse OX, e col pia- 
no dirigente YOZ ; avremo (n.° IG) 

(a) 0P,=0 P',h-P'Q',+MQ',+MP, , 
in cui OP,, OP',, ec. rappresentano le 
rispettive projezioni di OP, OP' , ec. sul- 
l’asscdellex. Inoltre, come risulta dal- 
la figura, e per la formola (4, 11), abbiamo 



OP, = OP=x, OP',=OP' 


sen(YZ,X') ^ , sen(YZ,X') 
scn (YZ, X ) ^ scn (YZ, X ) 


P'Q',= P'Q 


,sen(YZ,Y')_ ,sen(YZ.Y') 
sen(YZ,X) “ sen(YZ, X ) ’ 


MQ',= MQ' 


sen(YZ. Z') 
sen(YZ,X) 


scn(YZ, Z') 
sen(YZ,X) 


MP, = 0 ; 


quindi sostituendo nella (a), e proiettando analogamente sull’ asse 
OY, e sull’asse OZ, si ànno le forinole seguenti per passare da assi 
obbliqui ad assi obbliqui e della stessa origine ; 

I X sen (YZ,X)^'sen (YZ, X')+y'sen(YZ, Y')-f-z'sen (YZ, Z'), 
y sen (ZX, Y)=x'sen (ZX, X')+y'sen (ZX, Y')-t-z'scn (ZX, 
z sen (XY, Z)=x' scn(XY, X'J+y'sen (XY, Y')-f--'sen (XY, Z'). 
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3.” Se gli assi primilhi sono ortogonali, e i nuovi sono obbliqui 
allora (¥Z, X)=(ZX, Y)=(XY, Z)^90°: 

(YZ,XÒ=com.(X', X), (YZ, Y')=com.(Y',X),(YZ, Z')=com. (Z', X), 
(ZX,X')==com.(X', Y), (ZX, Y')=com.(Y',Y),(ZX, Z')=com.(Z', Y), 
(XY,X')=com.(X', Z), (XY,Y')=com.(Y',Z), (XY, Z>com. (Z', Z), 
si che ponendo 

cos(X', X)=l, , cos(X', Y)-m,, cos(X', Z)=n, , 
cos(Y", X)-ij, cos(Y", Y)-nij, cos(Y', Z)=Ji, , 
cos (Z' , X)=ij , cos (Z' , Y)—m3 , cos (Z', Z)=«3 , 
si passa da assi orlorjonali ad assi obbliqui e della stessa origine 
mercè le forinole 

(3) y^mtX'+riuy’+m^z’, ::=Ji,x'+njy'+Ji3j:', 
e per ciascuna terna (J, in, n,), (i, nu n,) , (L m, ?ij) ù luogo la 
relazione (7, 40) cioè si à 

(4) t|+m;+ 7 i*=t, l|+j/4+n^=l , l*+m| +71^=1. 

4».® Se i nuovi assi sono ortogonali come i primitivi, e anno la 
stessa origine, le formole di Irasforraazione saran pure le (3), insie- 
me con le (4) ; ma, nel caso attuale, oltre a queste (4) vi saranno 
pure altre relazioni ; imperocché avremo 

e però le variabili x ' , y', z' son connesse alle altre x, y, z mercè 
la sostituzione ortogonale (C. A. n." 408), si che sarù 

(5) 2 ± l, m,nj = ± 1 ; 

e oltre alle (4) avremo anche le seguenti relazioni : (C. A. n.“ 421) 

/ l,m,+ 1,771.+ 1 , 7113 = 0 , 

( 6 ) < l,7i,+ Ijn* + Ij 713=0, 

' 771, 71, +771, 71, +7713773 =0 ; 

(7) IJ+IJ +13=1 , 7nJ+7n|+7775=t , 7i;+n5+77|=l , 

Ì l, lj+77l, 717, +77, 77, =0 , 

1, 13+777, 7773+77, 773=0 , 

1, I5+77I, 7773+77, 77j=0 , 

e basta che sien veriDcatc le (4), c (6) per rimaner vcriOcale anco- 
ra le (5), (7), e (8), non che le seguenti : 

(9) n,= ±( 1 , 777 .- 771 , 13 ), 

' ' tee. cc. ec. 

fio) ì (Ii771,-777,l,)*+(l,n,-77,l,)*+(777,n,-77,777,)*=1 . 

' ' 1 ec. cc. ec. 
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rleme:<ti di geometria analitica nello spazio 


53. Risoljendo le (3) rispello a x', y', z' , e lenendo presenti 
le (5) e (9), si trova 

f x'=/,x+m, 7 /+Ti,s , 

(H) < y'=:(jX+7nji/+?ijS , 

[ z'^ljX+mjy+nj;: , 

le quali forinole dònno le nuove coordinale espresse in funzione del- 
le primilive. 

54. Coordinate polari. — La posizione d'un punto M dello spa- 
zio può benanche essere assegnata dando di grandezza e posizione 
la distanza MO ( raggio vettore ) di quel punto da un punto fis- 
so 0 ( polo ). La posizione del raggio vcllore OH = ? ò data per 
mezzo degli angoli a. p, -y che forma con tre assi OX, OY, OZ, che 
supporremo ortogonali ; si che, secondo la formola (C, 39), avre- 
mo tra le coordinale rettilinee x, y, z e le coordinale l = cosa , 
m = cosp , n = cosX e ?, le seguenti relazioni ; 

(12) x=l ? , y-tno , z=np , 

notando di più che fra i coseni l, m, n vi à le relazione (1,40) 

(13) , 

per modo che gli angoli a, p, 7 non sono Ira loro indipendenti. 

55. Le coordinate i, m, n, p son dette polari, c si posson rim- 
piazzare con tre altre coordinale 5, y, p, tra loro indipendenti, es- 
sendo 8 l'angolo QOX, che, nel caso degli assi ortogonali, è quello 

formalo dal piano MOQ con l'asse OX, c 7 l'an- 
golo MOZ che il raggio vettore OM = p fa con 
l’asse OZ. Cosi avremo in primo luogo OQ = 
OM cos QOH = OM senMOZ=p senY , e quindi 
OP =OQ cos QOX=p senY cos 8 , PQ=OQ scn QOX 
=psenY seno, e però s’avrà in ultim’ analisi 

(14) x=psenYCOsS, i/-s scoy scn 8 , z=?cosy. 

Con queste formule le coordinate cartesiane x, y, z vengono rim- 
piazzale dalle coordinale polari p, •{, c 8 , che sono il raggio vettore p, 
l’angolo 90"-y , che questo fa con la sua projezione ortogonale so- 
pra un piano fisso XOY, e l’angolo 8 , che il piano projeltanle il raggio 
vettore fa con un una retta fissa OX presa nel piano XOY’. 

5G. Dalle formole (14) si trae agevolmente 

(15) tano= — , lanY= — ; . ?= \/x^+if+z* , 

OS 
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e mercè queste formole si passa reciprocamente dalle coordinate 
polari p, S alle cartesiane ortogonali x, y, i, la cui origine è 
il polo. 

SI. Volendo le formole di trasformazione di coordinate di projc- 
zìone in coordinale polari, nel caso più generale che gli assi fossero 
obbliqui, basterà alle projezioni orlogonnli, adoperale ne’numcri pre- 
cedenli, sostituire le obblique. 

58. OssKRVAZlo^R. — Le forinole di trasformazione trovate nel 
n.“ 52 pel passaggio da coordinate di projezione ad altre parimente 
di projezione, sono lineari rispetto alle variabili ; si che, se in un’e- 
quazione algebrica F(cc, y, ;j=o del grado n™® si pongano in luogo 
di X, y, z le corrispondenti espressioni in funziono di x', y', z' in 
detto numero trovate, la trasformala F(x', j/', z')-o sarà tuttavia del 
grado n"’®, come la proposta. 


CAPITOLO III. 


FORIUOLE RELATIVE A RETTE E A PIAM. 


ART. I. 

Formole rclallve alla rclla. 


59. Abbiam veduto nel n.° 48 che una retta nello spazio è, in ge- 
nerale, rappresentata dalle due equazioni simultanee 

(r) x=az+p , y=bz+q , 

che rappresentano i piani proiettanti la" retta su i coordinati XZ, 

YZ ; ed eliminando tra esse la ~ si à l’equazione 

(1) a{y-q) = b(x-p) 

del piano projettanlo la stessa retta sul coordinato XY. 

CO. Volendo le equazioni delle projezioni su i detti piani, conver- 
rà considerare simultaneamente una delle (r), o la (1) insieme con 
quella del corrispondente piano coordinato che riceve la projezione : 
cosi le tre coppie di equazioni 


(2) 

y=o, 

x=n:-t-)) , 

(3) 

x=o. 

y^bz+q , 

(*) 

-^0, 

a (y-q)^b (x-p) 


Digitized by Google 



n 


ELEMENTI DI GEOUBTIUA ANALITICA NELLO SPAZIO 


rappresentano le proiezioni della retta (r) rispettivamente su i tre 
piani XZ, YZ, XY. 

61. Se la retta passa per l’origine, anche le sue proiezioni vi pas- 
seranno, e però nelle equazioni (r) mancheranno i termini noti. 

62. Vediamo che, in generale, le equazioni d’una retta nello spa- 
zio contengono insieme quallro costanti arbitrarie a,6,p,q;ma non 
per ciò si richiedono più di due punti per determinare completamente 
la posizione d’una retta; la ragione è che per esprimere che un punto 
ix'y'z') sta sopra una retta (r), o sia che la retta passa per questo 
punto, le coordinale x', y', z' devono soddisfare a xin tempo le 
due equazioai (r), per ragioni analoghe a quelle spiegate al n." 87 
della p. p. , e però se la retta deve passare per due punti s’ànno a 
un tempo quattro eguaglianze, che servono a determinare le quat- 
tro costanti a, b, p, q. E vedremo in appresso che ogni condizione 
dipendente dalla posizione d'una retta nello spazio è sempre espressa 
analiticamente mercè due eguaglianze simultanee. 

63. Volendo aver le tracce detla retta (r) (n.® 3), bisognerà com- 
binare quelle equazioni con quelle di ciascuno de’ piani coordinati 
;=o, y—o, x—o (n.® 32 ) c cosi si à rispettivamente 


( 5 ) 


(x=p,y=q)-, 

" a ’ " o ’ 


la prima di questa coppie rappresenta la traccia sul piano XY, la 
seconda sul piano XZ, e la terza sul piano YZ. 

64. La prima coppia mostra che la traccia sul piano XY, quando 
le equazioni della retta sono le (r). à per coordinate i termini noti. 

Inoltre giova notare che le costanti a, b sono i coerTicicnli ango- 
lari delle due projezioni ; i quali, se gli assi sono ortogonali, rap- 
presentano le langenti trigonometriche degli angoli, che le rispetti- 
ve projezioni fanno con l’asse delle 

6j. Passiamo ora a trovare le equazioni d'una retta che possa 
per un punto (x', j', z'). 

È chiaro che le projezioni della retta devono passare per le pro- 
jezioni del punto, e perù le equazioni cercate saranno (n.® 235», p. p.) 


(6) x-x'=a (z-z') , y-y’=b (z-z') ; o pure 


( 1 ) 


X-p _ y-q _ z 

x'—p y'—q z' 
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66 . Trovare l’equazione della retta che passa per due punti 
SI (x’ y' z ') , SI' (x" y" z"). 

Le projezioni della retta dovendo passare per quelle de'punti dati, 
avranno per equazioni (n.“ 2 il, p. p.) 


( 8 ) 


3 C - cc' _ y — 1/ _z — z' 
x'-x" ~ y' -y" ~ z' — s" ■ 


Se gli assi sono rettangolari (*) siccome allora, dinotando con p 
la distanza tra i punii (se' y' z') , (se" y" z"), e con l,m,ni coseni 
degli angoli che essa fa con gli assi OX, OY, OZ, si à sc'-x"=Ip , 
j/’-y"=mp . z'-z"-n^ (n." 37), cosi le equazioni ( 8 ) divengono 

x-x' _y-y' z-z' 

I m n ' 


c fra i coseni {, m, n è luogo la relazione 
( 10 ) I’+m’+n*=l. 

Più generalmente , se gli assi sono obbliqui , le equazioni (9) ri- 
mangono le stesse; ma allora 

, sen a sen 6 sen c . . 

1= 7, ni— r. , n= 7 , avendo a, 6 , c. A, B, C i signi- 

senA seaB sen C ° 

ficati nel n." 39 espressi. 

67. Essendo = a , = b (n.® 24i, p, p.) Tesprcssione 


(2, 37) può prendere una qualunque delle Ire forme seguenti : 
( H ) p'-^{z'-zy ( I +a^+b'-) = (>/ -1/')* 


= {x'-Xl’Y 




cosi può calcolarsi la distanza fra due punti d'ima data retta , 
conoscendone le sole z, 0 le sole y, 0 le sola x. 

68 . Slmilmente se gli assi sono obbliqui , la (1, 37) può assumere 
una delle tre forme seguenti : 

( 12 ) p'- = (z’-z") Q'-='y--i/r li = {x'-x' Y 91 , ove 

(13) l+a'‘+b^+2<ibf+2ay+mi , 


(•> Tulle le volle die non è avverino il conlrario, gli assi s’inlcndono or- 
togonali. 

Rubini Geometria Analitica 5 
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(U) /■= cos (X,Y) , 3 =cos (X,Z) , /i=cos (V,Z). 

69. La distanza M!B'=p, fra i due punii ìll(x'y'z') , W(x"y"^") può 
esprimersi in funzione delle disianze OM-p', OM'=p'' delle distanze 
degli stessi punti daU'origine. In fatti p'*=z'*^*, p'"= 2 "*Q"*, essendo 

( e"=l+a'‘ + 6’* + 2o'6'/-+2a'(7+267i, a' = ^,b'=K, 

/ (?"*- H-a"‘+6"*+2 a"b"f+2 a"g+2 b"h , a"=~ , b"= , 

quindi sarà, come si voleva 


(16) 


p* = (2'-2")‘ Q’- 


Q't Q'I 


0 *. 


Inoltre, essendo 


_cc'-a:’'_n'p'9"-0'«"p" ò'p'0"-0'ò"p" 

^~z'-z"~ pV-QY ' z'-z’’~~VQ'^QY~ ' 

se si sostituiscono questi valori nella (13), e si tengon presenti 
le (15), ne risulta la seguente relazione : 

( (P'*+P"‘) Ì9'(/'-QY)^ = 

i 2 [l+a'a"+ò'6''+(a'6"-r6’(i") /•+(o’-( a’O ff+(ò'+6") /i] 

70. Calcolare gli angoli che fa coi Ire assi la retta 

(r) x=az+p , y=bz+q. 

Sieno (ac'?/'2')i {Yy"z") due punti qualunque di questa retta ; sia p 
la loro distanza, ed (Imn) la direzione della retta (*): avremo (n.** 66) 
(£c'-a/7=I*p* , (i/'-y")*=m*p* , ( 2 '- 2 ")’=n’p*. 
c quindi, combinando queste forinole con le (11), ne deduciamo le 
richieste 

( 18 ) 1= — ° , m = —J^ --- , n = ; 

/l+aHò* v/l-ha*-f6* 

dalle quali si deduce all'opposlo 

(19) a = l:n, b = m:n, 

71. Le (18) rappresentano nel tempo stesso i seni degli angoli, 
che la retta (r) fa rispettivamente coi piani YZ, ZX. XY. 


(•) Indichcmmo brevemente con (Imn) la retta che fa con gli assi OX, OY, 
OZ angoli, i cui rispellivi coseni sono I, m, n. Talvolta useremo la parola 
direzione (Imn), e con ciò intenderemo la direzione ilella retta (Imn). In 
fine una retta, le cui equazioni sono x=az+p, y=hz+g, la dinoteremo sem- 
plicemente con (ab). 
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Inoltre è da o«servarc, che nelle formole medesime avrebbesi do- 
vuto premettere il doppio segno innanzi al radicale ; ma basta rite- 
nere, come si è fatto, il solo segno + ; imperocché il doppio segno 
deriva dai due angoli supplementari, che una retta fa con un'altra 
da una stessa parte, e che anno perciò coseni eguali e di segni op- 
posti ; quindi basta conoscerne uno di essi, cioè basta ritenere un 
solo segno innanzi al radicale. Ora, ritenendo il solo segno +, ne 
risulta che n è sempre positivo, e però l'angolo che fa la retta con 
1 asse positivo delle z è sempre acuto, e quest'angolo è quello che 
fa col detto asse la retta condotia per l'origine parallelamente alla (r), 
e prolungata solo al di sopra del piano XY. Gli angoli poi che que- 
sta retta, o la pandlela fa con gli altri due assi, anche positivi OY, 
OX .saranno acuti od ottusi, secondo il segno positivo o negativo di 
b e di a. 

72. Se gli assi sono obbliqui, e vogliansi calcolare gli angoli (r,X), 
(r. Y), (r, Z), si projettinoi quattro semmenti p,x'-x", y'-y", z'-z" 
successivamente su gli assi OX, OY, OZ, e ponendo per semplicità 
x'-x"=x,, y'-ìf=yi, z’-z"^z„ avremo (n.“ 17) 



pcos (r, X)=xt+fy, ^gz,, 


pcos(r, Y)^fXt+y, +hz, , 
p cos (r, Z)-gXt+hyt+ z, , 


ma x,—az , , y,=bZf , quindi sostituendo, e tenendo presente che 
p;z, = Q, risulterà 


( 21 ) I 0 cos (r, X)-o+b/’+, 7 , 0 cos (r, Y)^a/'-|-b 

< Qcos(r, Z)=oy+b/i+l. 

73. Calcolare l'angolo di due rette 
(c) x=az+p, j=bz+q, 

(r') x=a'z+p', y=b'z+q'. 


Si conducano per l'origine 0, e al di sopra del piano XY due rette 



OA, OB parallele rispettivamente ad (r) 
e (r') ; e sieno l,m,n i coseni degli an- 
goli che la (r) e quindi OA fa coi tre assi 
OX, OY, OZ, ed l',m',n', le analoghe 
quantità per la retta (r") e quindi per la 

OB. Prendasi sulla OA, a partire da 0, 
un semmcnto qualunque OR'=r' ; sieno 
x ' , y', z' le coordinale di R' , e avremo 
x'-lr', y'—mr',z'=nr'\ inoltre projet- 
tando il fascio r' , z' , y' , x' ortogonal- 
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mente sulla OB, e dinolando con (r, r'> l’angolo AOB, o sia l’angolo 
dello rette date, abbiamo per questa projezione OR (n."* 117) 

(a) OR^r' cos (r, T')-l'x'+m'y'+n'z' ; 

e sostituendo per x', j/', i loro precedenti valori, avremo 

(22) cos (r, r') = W + mm' + nn'. 

Ora ponendo in questa formola in luogo di I, m, n i loro valori (19), 
e invece di 1', m', n' i loro analoghi, avremo 

l+na'+bb' 

(_3) cos (r, r )- ‘ 

La formola (22) dà l’angolo delle due retto in funzione di quelli 
che ciascuna di esse forma coi tre assi ; e la (23) dà lo slesso an- 
golo per mezzo de' coctricienti angolari delle rette. 

74. Se le rette (r), (r') sono parallele (r, r')=o, cos (r, r')= 1 , e 
la (23) dà immediatamente 

(24) ir + mm' + nn' = 1 ; 

la (23) poi nella stessa ipotesi, falli sparire i radicali, diviene 
(a-a')H(6-b'j’+(a6'-6a'j*=o , 
nò può esser verifìcata se non quando 

(23) a=a ' , b=b ' , 

il che ìndica che due rette parallele ànno le loro proiezioni omo- 
nome parallele. 

La (24), che indica pure lo condizione del paralldismo delle dm 
rette (Imn), (l'm'n'), va congiunta con le altre due l* + m’+n’ = l , 
l'‘+m'‘+n'*=l. 

75. Se poi le rette (r), (r') sono perpendicolari cos (r, r') = o, c 
quindi la condizione perchè due rette (Imn), (l'm'n') sieno perpen- 
dicolari è 

(26) II’ -h mm' -h nn' = 0 , 

e perchè sieno perpendicolari le rette (ab), (a'b’) dev’essere 
(26)' l+ao'-l-66'=o. ’ 

76. Tediamo da ciò che, essendo data una retta (ab), si possono 
condurre per un punto dato (x'y'z') infinite perpendicolari a questa 
retta ; imperocché tra le costanti a' , b' di questa perpendicolare 

x-x'=o' (z-r') , y-y'=b' (z-z') 

non v’è che la sola relazione (26)'. E già s'intende che non ognuna 
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di queste perpendicolari incontra la retta (ab); perchè, per dirsi una 
rena perpendicolare a un'altra, basta che una di esse formi angolo 
retto con una relUi condotta per un suo punto porallelamente all’altra 
retta data (E. G. p. 2*, n." ii8). Intanto, volendo l'equazione del 
luogo delle jlerpendicolari condotte dallo stesso punto alla retta (ab) 
basta eliminare a', b' tra le precedenti equazioni e la (2C)', il che dà 

(N) z-z'+a {x-x')+b {y-y')=o , 

la quale equazione rappresenta un piano, che è il piano pcrpmdi- 
colare alla retta (ab); imperocché questa retta è perpendicolare a 
qualunque retta che si meni pel suo piede nel piano (N). 

n. Volendo calcolare V angolo delle rette nel caso in mi gli 
assi sono obbtiqui, basterà nel ragionamento del n.“ 13 sostituire 
alle projezioni ortogonali le obblique ; ma varrà meglio operare 
come appresso. 

Condotte, come sopra, per l’origine due rette parallele alle date, 
e prolungale solo al di sopra del piano XY, si prenda su ciascuna 
una porzione OR=OR— 1, c si congiunga RR' ; si formerà cosi un 
triangolo isoscele, il quale darà cos (r, r')=t(2-RR'*) ; ora per la 

formola(16),ove p-RR',e?'=f"=l,si à , onde 


cos (r, 



2 

q’Tq', 


e posto nella (11) p'=p"=l, s’ottiene il valore del numeratore di que- 
sta frazione, e risulta 


( 21 ) 


cos (r, r')= 


1 +aa'-t-bb'-i-( ab'-l-ba') /’-i-(a-fa') g +{b+b') h 

W 


18. Quindi, perchè due rette (ab), (a'b'i, riferite a coordinate ob- 

blique, sieno perpendicolari, devono soddisfare la condizione 
(28) 1-f-aa -f-bb’-f'(ab’-|-ba’)/’'t-(a-f-a )j-l-(b-|-b’)/t=o. 

Perchè poi dette rette sieno parallele, le condizioni saran sempre 
le (23)', perchè i due piani projettanli le rette date sopra uno stesso 
piano di projezione sono paralleli, e quindi le projezioni delle rette 
sono pur esse parallele. 

19. La formula (a) è la stessa (8, 10,i : essa non cambia ponendovi 
x'-x", y'-y", z’-i" in luogo di x',y',z' , perchè ciò equivale a 
passare da assi ad assi paralleli; e le projezioni x',y\z' dì OR' su i 
nuovi assi, e quella di OR' su OR saran sempre le stesse ; onde che 
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dinotando (x'y-'.i, (x"/-") due punti , la proiezione della loro 
disianza sopra una retta (imii), si à dalla formola 
(29) d, = l (x'-a3")+?n (y'-y")+ n (z'-z"). 

80. Date due rette 

. . * • 

(r) x=az+p, y^bz+q , 

(r') x=az'+p', y=b'z+q', 

trovare le coordinate del loro punto d'intersezione. 

Qucslò punto dovendo esser comune alle due rette, .le (r), (r') de- 
vono esser verificaie dtille coordinate x, i/, z di detto punto : quin- 
di si tratterà di risolvere conleniporaneamcnle delle equazioni, il 
che necessariamente conduce a un'equazione di condizione, essendo 
tre le ignote e quattro le equazioni. Pertanto, sottraendo le prime 
(f). (f’i) e lo stesso facendo per le seconde, si trac 


(30) 


p'-p _q'~q 
a- a' h — h' ’ 


e però l’equazione di condizione è 

(31) ip-p'){b-b') = {q-q'){a-a') , 

verificaia la quale, le rette s incontreranno, e perciò .staranno in 
uno stesso piano ; allora la (30) darà il valore di z, c quindi le (r), 
0 le (r*) daran quelli di x e y. 

81. Se le rette sono date dalle equazioni più generali 

(R) dx 'rDy 'VCz ^-D —o , A'x "PD'y -}-C'z -i-D’ — o , 

(R') A’'x+B’'y-l-C";-l-D''=o , A’"x+B"’y+C"'z+D"’=:o , 

Tequazionc di condizione per la coesistenza di queste quattro equa- 
zioni, e quindi la condizione perchè le due rette (K), (R') sieno in un 
piano 6 (E. \, n.“ 132) 

(32) I ± AB'C'ir = 0 . 

82. Allorché due rette (Iran), (l'm'n') s'iiicowtrano, è agevole de- 
terminare analiticamente la direzione delta hueyante il loro an- 
golo. In falli (Sal.mon’s, Anal. geo. oflliree dimensions'), suppon- 
gasi il punto d’incontro delle rette all’origine delle coordinate, il che 
può sempre farsi, perchè la direzione delle rette è indipendente da 
questo punto : a partire dall'origine si tagli su ciascuna una porzio- 
ne qualunque p, e sieno (x'y'z') rcslremo di questa distanza sopra 
una retta, e {x"y"z") quello sull'altra; avremo cosi (6, 39) 

r — ® ^ 

~ I r ~ ni ~ m' ~ n ~ n' 


Digitized by Google 



FOH.tlOLK RELATIVE ALLA RETTA 


31 


c nel tempo stesso, essendo J (x'+x") , H'/’+'Z") . i (z'+;") le coor- 
dinate del punto di mezzo della congiungente i due punti (x'y'z ') , 
(x"iy" 2 "); e la bisegante dovendo passare per questo punto e per l’o- 
rigine, avrà per equazioni 


(33) 


X _ y - 

x'+xf' ~ y'+ y" ~ ’ 


0 vero, ponendo per x', x”, ec. i valori precedenti , 


— = • 
l+l' m+m' 7H-71' ’ 


quindi, dinotando con X, jx, v i coseni degli angoli che delta bise- 
gante fa coi tre assi, avremo per le (t8), applicate alle (33) 


(3i) 


COS A=- 


l+l' 


COS 1X=- 


m+m' 


cosv=- 


71+ n' 


essendo A*=(t+J')*+( m+m')*+(n+n')*. 

83. Trovare la distanza Ò d'un punto 31 (x'y'z') da una retta PQ 

•Sia Q la traccia della retta sul piano 
XY ; sia MP la perpendicolare condot- 
ta dal punto M sulla retta data, e si con- 
giunga .MQ: avremo cosi il triangolo MPQ 
rettangolo in P, e perù 

(b) ò*=MP»=MQ*-PQ*. 

Ora, essendo p e q le coordinate di 
Q, si à seconda la (2,3’J) 

MQ- = (x'-p)* + (y'-qY + 2 '^ , 

inoltre, essendo (Imn) la direzione della retta data, si à per la (29) 
PQ = l (x'-p) + 771 (y'-q) + nz ' , 
quindi, sostituendo nella (b), ne risulta 
(35) 5 ^ v/(x’-p)*+(7y'-q)*+2'*- [ t (x'-p)+i7i (7/'-q)+7iz'J+ 


(x^az+p, y=bz+q). 



In questa formula si posson quindi, se è richiesto, porre per l,m,n 
le loro espressioni (18), e si à cosi la distanza ò in funzione delle 
coordinate x', y', z', e de’ coelTìcicnti a. b, p, q della retta. 
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ART. II. 


Forinole relalire al piano. 


84. L'equazione generale d'un piano è 

(P) Ax+Bij+Cz+D=o (n.“ 44) : 

questo piano incontra i piani coordinati XY, XZ, YZ ciascuno secon- 
do una retta, che si chiama traccia del piano (P) in quel coordi- 
nato. Le equazioni delle tre tracce sono rispelliTamente 

(1) ;= 0 , Ax+Bij+D=o, sul piano XY , 

(2) y=o, j4o;+Cz+I>=o, sul piano XZ , 

(3) a5=:0, J?y+C::+D—o, sul piano YZ , 

Le (1) e (2) s’incontrano sull’ asse OX nel punto x= — D: A ; le 

(1) c (3) s’incontrano sull’asse OY nello stesso puntoy= — Z);fl, c le 

(2) c (3) s’incontrano sull’ asse OZ nello stesso punto z= — D: C. 
Pertanto, ponendo 

(4) x=-D : A = a , 1 J--D : B=b , z=—l) : C = c , 

saranno a, b, c t tre semmmli che, a partire daW origine, taglia 
il piano [P) su i tre assi OX, OY, OZ. Nel tempo stesso, ricavan- 
dosi dalle (4) i valori di A,B,Cg sostituendoli nella (P) quell’equa- 
zione prende la forma omogenea 


(P|) 


X , y 

p -V" 

a b 


+ 



ì. 


Quindi se in un tetraedro si prendono tre spigoli adiacenti per 
assi coordinati, c le loro lunghezze si dinotano con a, b, c, l’cqua- 
zionc (P,) sarà quella della faccia su cui terminano i detti spigoli. 

83. Inoltre, secondo le espressioni (4) è agevole scorgere che il 
piano (P) taglierà uno degli otto angoli triedri formati dai piani coor- 
dinati, 0 il suo opposto al vertice, secondo che il termine noto D à 
un segno, o l’opposto. 

80. Dinotando con la direzione della perpendicolare p con- 
dotta dall'origine sul piano (P) avremo evidentemente p=aX=6[A=cv, 
c però eliminando per mezzo di queste eguaglianze le a, b, c dal- 
la (P,) quell’equazione prende la forma normale 

(Pj) Ix + v.y + 'tz-p = o; 

e giova notare che gli angoli, che àn per coseni l, pi. v son pure 
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quelli che il piano (P), o (P,l, o (Pj) forma coi Ire coordinali YZ. XZ, 
XY, e che appresso andremo a cercare (n.‘ 99 c 101). 

81. Come si vede dalle precedenli equazioni, l equazione d’uo pia- 
no contiene tre costanti arbitrarie, imperocché la (P), senza perder 
nulla della sua generalità, può sempre esser divisa per una qualun- 
que delle quattro costanti, che apparentemente contiene ; c nel caso 
della (P,l, fra le costante X, p, v vi è la relazione X’+p.*-fv*=1, di 
modo che di queste costanti due soltanto sono arbitrarie, e perciò 
la (P,) non contiene elTettivamente che tre costanti arbitrarie. 

88. Se è una costante data, Vpqiiazinne D=o è quella d'tin pia- 
no all'inlìnilo ; e V altra D = oc è quella d' un piano qualunque, 
che passa per l'origine : ciò si diraos.ra in modo analogo all'espo- 
sto al n." 221, p. p. 

89. Trovare lequazione d'un piano, che passa per impunto 

(x,y,z,). 

L’equazione del piano è 
(P) Ax^Byl-Cz+D—o , 

e perchè questo piano passi pel punto (a;,i/,z,) dev'essere 

(3) Axt-hBy,+Cz,-\-D=o ; 

con questa condizione si può eliminare dalla (P; una delle costanti, 
1.1 D p. e. , il che s'oHiene sottraendo dalla (P) la (o), e si à per l'e- 
quazione richiesta 

(6) A{x~x,)rB{y-y,)+C{z-z,)=o, 

la quale contiene realmente due sole costanti arbitrarie , cioè i 

rapporti di due qualunque delle tre quantità A, B, C alla terza. 

90. Prendendo l’equazione generale del piano sotto la forma (P,> 
0 la (P{), quella del piano che passa pel punto ( x,y,z, ) è l'una u 
l'altra delle seguenti ; 


( 7 ) 


+ ILzli + 
a b 



X ^x-x^) -f p {y-y,) -I V = o , 
e anche in queste equazioni le coslanii arbitrarie non sono che due. 

91. OssERVAzionE. — L'equazionc (.3) è la condizione perebè un 
piano qualunque passi pel ponto (x,i/,r,) : conosciuto uno di que- 
sti piani si ànno i valori de’ rapporti di tre delle quattro costami alla 
quarta. Se periamo poniamo A ; , B : J)=u . C : D=v , es.sendo 

t. V, n quantità variabili l'equazione 

tx, -t- «y, -I- tiz, -t- t = 0 

Rubi.m. (ìeomelria Analitica a 
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rappresenterà tulli i piani che passano pel punto ( x,y,z, ), c ogni 
particolare sistema di valori (tuv) che veriflca quest'equazione asse- 
gna uno particolare di questi piani ; ond'è che le t, u, v son delld 
coordinale del piano, lo quali sono gl’ inversi de’ tre semmen- 
ti, presi col segno contrario , che , a partire dall’origine, il piano 
taglia sugli assi. Quindi requazioee 

ax + hy + CZ + i = 0 , 

dove a, b, c son quantità date, rappresenta un jnmio, se j/, - sono 
coordinale d'un pvnlo, e rappresenterà un punto, se x, y, z sono 
coordinate d'un piano. 

Inoltre la precedente equazione può essere resa omogenea pren- 
dendo per coordinale i rapporti x:v ,y:v , z:v , c>scndo v una 
retta presa per unità; e ponendo similmente a: d , b i d , c : d in 
luogo di a, b, c, si à 

(9) ax + by + CZ -\-dv = o. 

Quindi se i coe//ìcienft A, B, C, D d’un piano sono tra loro con- 
nessi mercé un'equazione lineare Aa + Bb + Cc + Dd = o, ilpiano 

passerà pel punto . 

92. Trovare l’equazione del piano che passa per due punti 
(XiYiZi). 

L’equazione del piano che passa pel punto (x,y,z,) è 
(6) A (x-x,)-l-B (y-y,) i-C (z-z,)=o , (n.“ 89) 

quindi perchè esso passi pel punto dev’essere 

(10) A (x,-x,) -1- B (y,-y.) + C (z^-z^)^-, 

si che, con questa equazione di condizione potremo eliminare una 
seconda costante, la C p. e., dalla (6), e avremo 

f 1 1 \ ~ --^1 _ -4(x -x ,j+B (y -y,) 

z^-z, A (x,-x,)+ii (y,-y,) ’ 

che è l’equazione cercala, e che non contiene se non una sola coslan- 
le arbitraria, polendosi sempre porre l’altra =1. 

93. La condizione (10) ci mostra che se i tre coelBcienli A, B. C 
del piano (P) soddisfanno l'equazione omogenea e lineare 

Aa-i-Bb-\-Cc=Aa'-\‘Bb -tCc ' , 

quel piano passerà pe’due punti (nòe), (a'b'c'), o sia per la retta 
che passa per questi punii. 
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94. Trovare T equazione del piano chepassa pe'lre punlt(x,y,z,), 

(xjYjZj), (xjyjZj). 

Quesl'cqunzione è stata già trovata nel n.° 44 sotto forma di de 
terminante ; ma si può pure trovarla esprimendo la condizione chè 
il piano (11), il quale passa giù pe'primi due punti, passi anche pel 
terzo, e si ù 

zt-z, A (Xt-x,)+B (i/j-j/,) ’ 

quindi eliminando il rapporto /I : fi tra quest'equazione eia (11), si 
à per la chiesta equazione 

(12) (a-' -xd(z,-z^)-{z -z,)'x,-Xt)Jz -z,)(y,-yt)-{ij -y,)iz -z,) 

(Xj— x,)(Z|— ~j)— (Sj— m,) t"j~-i)(!/i~!/i)~(!/s~!/i)(-i~Zi) 

che sviluppata e ordinala diviene 

(13) A„ (x-x,)+.4„ (y-fi, )+/!,, (z-z,)=o , 
dove Ay, = (y,-y,) (zj-z.) - (z, - z^) (y.-y.) , 

All ~ (^l~^l) (•®3~®l) ~ (®i~®i) (2j~Z,) , 

Al, = (x,-x.) (yj-y.) - (y, -y,) (Xj-x, i : 

or questi secondi membri sono proporzionali alle aree de’ triangoli 
projezioni di quello che ù per vertice i punti dati, rispettivamente 
sul piano YZ, XZ, XY (n.“ 366, p. p.). 

9a. 11 termine nolo della (13) è 

( 1 1) A,iX^+Aii y,+Ai, z, , 0 vero 

(13) X, (yiZj-z,y 3 )+y, (x,Zj-z,.Xj)+z, (y,x,-x,yj) ; 
ora essendo gli assi rettangolari, le A,, , Ai , , A,, sono i doppi delle 
suddette projezioni ; inoltre l’equazione normale del piano è 
Xx+(zy+vz=p ; (l’j , 86) 

si che dinotando con A la superficie del triangolo che passa pe’ tre 
punti dati, e moltiplicando la precedente equazione per 2/1, essa 
deve divenire identica alla (13), perchè X/l=:}<lj,j, ec., quindi ìAp 
è uguale alla funzione (14), o alla (15); ma J /Ip è la misura del vo- 
lume della piramide triangolare, che à per vcrlice l’origine c per 
base il triangolo dei tre punti dati, quindi ciascuna di dette fun- 
zioni rappresenta sci volte un tal volume. . 

96. L’equazione (12) o la (13), quando (xyz) è un punto che non 
appartiene al piano, esprime la condizione perchè detto punto sWro- 
vi nello stesso piano de’ tre punti dali. o vero 6 la condizione per- 
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e/iè quallro punti (xyz), (x,y,z,), (xj\,z,), (xjVjZj) sitano in uno 
stesso piano. 

97. Trovare le condizioni perchè sii no paralleli due piani 
(l’> Ax+By 4 -Cz+D=o, (H') A'i+B'y-i-C'z+D — o. 

Poiché le inlcrsezioni di due piani paralleli con un terzo sono pa- 
rallelo, cosi le tracco omologhe de’ piani (P), (P') devono esser pa- 
rallele, e quindi dev’essere (n.“ 84, c n.” 7 4). 


(16) 


_ _B _ C 
A' ~ li' ~ C ’ 


queste sono le condizioni cercate, c mostrano che le equazioni di 
due piani paralleli dilferiscono solo pel termine nolo. 

98. Da ciò segue che il piano, che passa per un punto {Xiy^z^) ed 
è parallelo al piano (P), à per equazione 

A [X-x^)+B (y-y,) iC (z-Zi)=o. 

99. Trovare la lunghezza della perpendicolare condotta da un 
punto sul piano (P) Ax+By+Cz-|-D=o, e gii angoli che essa fa con 
gli assi. 

Supponiamo primamente che il punto dato sia Torigine ; dinotia- 
mo con p la perpendicolare condotta da que.slo punto sui piano, con 
(Xpv) la sua direzione, c con a, b, ci tre semmenti, che sugli assi 

taglia il piano (P): avremo p=aÀ=òp=cv, o pure (4,84) 


(17) 


p _ V^X* -t-p.* +v*_ 4 

- D 


(18) X = -- 


, p = , . — ; 

\/A^+B‘+(P VA^+IP+C^ \/A*+B*+C* 


B 


con queste forinole si calcolano gli angoli che la normale al pia- 
fio (da qualunque punto si voglia condurre ) fa con gli assi, e con 
la (17) si calcola la lunghezza delta perpendicolare condotta dal- 
l'origine sul piano. 

100. Inoltre secondo le precedenti relazioni si à 

* 1 

Ax+Bi/+C:+0=- — (Xx+py+vz-p) . 

laonde se l’ equazione d’ un piano è data sotto la forma normale 
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Xx+iAj/+v;-p^o, che simbolicamenlc si rappresenti con P=o, Te- 
quaiione sotto la forma Ax+Uy+Cz+D^o sarà kP=io, essendo It’una 
costante. 

101. Osservazione. I^rima d andare innanzi è d'uopo osservare 
che nelle formole precedenti avrebbesi dovuto premettere il doppio 
segno innanzi al radicale ; ma per le stesse ragioni spiegale nel 
n. (1, abbiamo ritenuto il solo segno +: in questo modo ciascuno 
degli angoli, che anno per rispeUivi coseni X, p, v sarà acuto od ot- 
tuso, secondo che il segno del corrispondente numeratore è il + o 
il - ; e questi angoli saran sempre quelli che la perpendicolare, 
prolungata in un sol senso a partire dall origine, fa con gli assi 
positivi OX, OY, OZ. In ordine poi alla perpendicolare p è da ri- 
flettere, che se vogliasi considerarla in udore assoluto, si darà a D 
nel secondo membro della (tl) il segno opposto a quello che à nel- 
l’c.iuazione del piano. Ma se vuoisi lener conto del segno, allora si 
verrà a (issare ancora la direzione. In fatti, data l'equazione del pia- 
no, si calcoleranno con le forinole (l'Ji gli angoli acuti od ottusi che 
la perpendicolare deve fare con gli assi positivi OX, OY, OZ, e per 
l’origine si menerà una retta (r), come sopra è stato spiegato; indi, 
se il valore di p, secondo il segno di D, risulterà positivo, la lun- 
ghezza della perpendicolare verrà tagliala a partire dall’origine sul- 
la (r), c se il dello valore risulta negativo, la lunghezza della per- 
pendicolare verrà tagliala a partire dall’origine e prolungando la (r) 
daH’allro lato. Cosi, se A, B, C sono tulli positivi la retta (r) sarà 

la Or , che cade nell’ angolo triedro 
XOYZ , e se 0 è negativo , risulterà 
p>o, si che la lunghezza della per- 
pendicolare saràOp, tagliata da 0 ver- 
so r : in questo caso in falli il piano 
incontcrà gli assi positivi, poniamo, 
in A, B, C, e la perpendicolare con- 
dottagli da 0 non può avere che la di- 
rezione Op. Ma se /l<o, B<o, e C>o, 
la (r) cadrà secondo Or’, nel triedro 
X'OY'Z, e se jD > 0 , risulta p < o, di 
modochè si prolungherà r'O e si laglierà Op' eguale al valore nume- 
rico, che dà la forinola ( iT). E ciò è anche d'accordo con la posizio- 
ne che à in questo caso il piano, il quale incontrerà gli assi positivi 
OX, OY, poniamo in A e B, e il negativo OZ' in C', c la perpendico- 
lare condottagli per 0 deve cadere appunto secondo Op’. 
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102. Supponiamo ora che il punlo dato sia un punlo qualunque 
(•^i!/i~i) = conduciamo per questo punlo un piano parallelo al (P; ; 
esso avrà per equazione : 

Ax+By+Cz - (Ax,+Byt+Cz,)-o , 

onie la perpendicolare p, abbassala dall'origine su questo piano 
sarà, secondo la (il) 

Pi . 

\/A^+BHC* 

Ora è agevole riconoscere che la perpendicolare Mp=p condotta dal 
punlo JI (x,i/,Z|) al piano (P) è la differenza algebrica tra la perpen- 
dicolare Op'^', e l'allra Op,=p, condotte dall' origine 0 sul pia- 
no (P) e sul parallelo condotto per M ; e che inoltre Mp e Op' avran- 
no la stessa direzione, cioè saranno dello stesso segno, se M ed 0 si 
trovano da ima stessa yarle del piano (P), e avranno direzioni op- 
poste, cioè saranno di segni contrarii, se M ed 0 si trovano in parti 
opposte rispetto al piano (P) ; laonde l’ alluale distanza p è la dif- 
ferenza tra p, c p della (il), c però 

fi 91 j] = 

per la richiesta disianza del punto (x,y^z^) dal piano (P), e secondo 
che risulta i4x,-f%,+C;,+D dello stesso segno di D. o di segno con- 
trario, il punlo (xpj,z,) e l'origine si troveranno da una stessa parte 
del piano, o in parli opposte. 

La stessa forinola (19) in virtù delle (18) e (17) può assumere 
una qualunque delle seguenti forme : 

(20) p = {Ax,+By,+CZf-\-D) = (Ax,+By,+Cz,+D) 

= (4x,+5i/,+Cz,+D) 

(21) p, = Xx,-hpy,+vz,-p , 

qucsl'ultima formolo si riferisce al caso in cui l'equazione del piano 

è della forma normale 

(Pj) Xx+pi/-|-vz-p=o ; 

essa polrcbbesi trovare direllamenle, osservando che Op, = p, è la 

proiezione ortogonale di OH sopra Op,, c però scconilo la forinola 

(a, 73) p,=Xx,+pij/,+vz,. Inoltre se si considerano le disianze p, p, 

in valore'assolulo, la formola (21) à luogo nel caso che l'origine c 
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il punlo (x^y^z^) sono in parli opposte rispetto al piano (P) ; quando 
avvenga il contrario bisognerà cambiare il segno al secondo membro. 

103. Giova tener presente che se l’equazione d’un piano è data 
sotto la forma Ax+By+Cz-\-D=o , l’espressione della distanza d’un 
punto (a;, y, z,] da queslo piano 6 il primo membro dell'equazione 
quando invece di x, y, z si pone x,,ry„ z^, e si moltiplica per una 
costante. Quando poi l’equazione del piano è della forma normale 
fP,), allora la detta espressione è il primo membro (Pj) quando vi si 
pongono invece di x, y, z le coordinale del punto. 

lOf. Calcolare gli angoli che il piano 

Ax+By+CzfD=o 
fa coi Ire piani coordinati. 

Ritenendo le denominazioni precedenti, gli angoli che il piano (P) 
fa COI tre coordinati XY, XZ, YZ son quelli stessi, i cui coseni sono 
V del n.® 9'J, c ti anno dalle forinole (18) 

(22) X = - ^ B £ 

y v/(A*+B*+cn‘ 

103. Giova notare che gli angoli, che anno per coseni X. a, v son 
complementari di quelli che lo stesso piano (P) fa coi ire assi OZ, 

1 rappresentano nel tem- 

po stesso I seni di cotesti angoli. 

106. Mercè le formolo (22) possiamo dimostrare il seguente teo- 
rema : li quadralo d' un' arca piana è uguale alla somma de' qua- 
drati delle sue projezioni su tre piani ortogonali. In fatti sia a l’a- 
rea d’un poligono che sta nel piano (P) ; moltiplicando per a la re- 
lazione l=X*-fiz* ,-v» , che à luogo tra X, y., v secondo le (22),otticnsi 

(-3 > a* = a»X* + aV* + u’v- ; 

•ma oX, a^, av sono le projezioni ortogonali di a rispettivamente su 
I piani XY, XZ, YZ, (n.» 23), quindi è vero c. c. b. d. 

107. Posto ciò possiamo trovare il volume Y d'un tetraedro in 
funzione delle coordinale de'suoi ve, tici (x.y.z,), (x,y,z,), (x,y,z,). 

In effetti supponendo che il piano su cui è abbassala la perpen- 
dicolare p dal vertice (ai. i/.z.) passi pel vertice Jr(xji/j-) ; allora il 
numeratore della (19) diviene 

A {x,-x,)+B (y,-y,)+C (z.-z^) , 
e se passa anche perduc altri punti M" (x, M'" (x.i/,:.), allora 


Digilized by Google 



(0 


ELEMENTI DI f.EOMETEIA ANALITICA NELLO SPAZIO 


j 1,B, Csono i (loppi delle projezioni del iriangolo su i tre 

piani coordinali (n.“ 9ìi), sì che si à 


v/.tV+A\.TdV, 

ora il numcralore è il dclcrminanle (11,41) quando invece di xyz 
si pone X», c il denoininalore 6 Tarca del IrianRolo 

(n.” pre.), quindi il dello dclcrminanle è il prodnllo di questo trian- 
golo per la perpendicolare su esso condotta dal punto (x,y,z,), o sia 
6 uguale a G volle il volume del tetraedro clic à per vertici i punti 
(actl/t-i), (aJji/ai,)- Pertanto 

I ^ '*'1 Hi "I 

(24) cv = j J y* 

^ M 2 , 

I * ih "« 

108. Trovare la condizione perchè quattro piani passino per 
uno stesso punto. 

Sieno i piani 

AiX+Bfy+C^z+Dt-o , ylj.x+Bjy-f Ci2+Di=o , 
A:^x+B3y+CsZ+D^=o , A^x+B^y+C^z+D^=o : 
essi passeranno per uno stesso punto, se queste equazioni coesisto- 
no, ciò che à luogo se si verifica la condizione i;±/l,BjC 3 D,=o. e 
però (|ucsla è la richiesta. 

109. Trovare l'angolo di due piani 

(P) Ax+By+Cz-l-D=o , (P'j A'x+B'y+C'z-i-D'z=o. 


Si conducano dall’origine le rispettive perpendicolari su i piani 
(P), (P't ; l’angido w di queste perpendicolari sarà pure quello dei 
piani. Dinotando con X. p, v i coseni degli angoli del piano (P) coi 
coordinati A'Z, XZ, ZX, c con X', p', v' quelli di (P') ; X, p, v saran 
pure i coseni degli angoli che la perpendicolare a (l*j fa con gli assi 
OX. OY, OZ. e X', p’, v' .saranno i coseni degli angidi che con gli 
stessi assi forma la perpendicolare a (P'^, onde (23, 13) 


, , AA'+BB'+CC' 

(2a) cos w=Xa'+pp +vv'= — = — ■ , (22) 

110 L'angolo dato da (luesla forniola può risullare acuto od ottu- 
so, secondo il segno -t- o — del numeratore AA'+BB'+CC. Ora due 
piani che si tagliano fanno quattro angoli, de' quali gli opposti sono 
eguali, e gli adiacenti supplementari, e per conoscere in ogni caso 
a quale di questi angoli si riferisce la formolo (23), si condurranno 
per l’origine due rette (r). (r') secondo le direzioni (Xpv), (X'p'v') de- 
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terminale con le formole (18, 99) ; quali reltc saranno le normali ai 
piani (P), (P'); indi per la stessa origine si condurrà una retta (i) 
perpendicolare al piano delle rette (r), (r'), e per la (i) si condurran- 
no due piani (Q), (Q') perpendicolari rispcllivamcnle ad (r) ed (r'), 
e prolungali entrambi solo da vna parte ; l'angolo di questi piani 
(Q)t (Q') sarà l’angolo de’ piani (P), (P'). 

IH. I piani (P), (P') saran tra loro perpendicolari se w=90“, o 
sia costoro , c perù secondo la (25) 

(26) XX'-f-py.'+vv' = 0 ; o pure AA'+BB'+CC’ = o 

ù la condizione perchè i due plani (P), (P') sieno tra loro perpen- 
dicolari. 

112. Dinotando con 

(P) Pzz}.x+]).y+'^z-p-o , (P') P'-X'x+pi'y+v'z-p'=o 

le equazioni di due piani, l'equazione 
(P") P = A/", 

in cui k è una costante arbitraria sarà l'equazione d'un piano qua- 
lunque P”, clic passa per Tinlcrsezionc de’ due P, P' ; imperocché 
la (P") è del 1® gr. rispetto alle variabili x, y, z. e d’altronde i si- 
stemi di valori di queste variabili, i quali soddisfanno a un tempo 
alle due equazioni P—o, P'—o verificano benanche la (P"). 

La costante k può esser positiva o negativa non solo, ma eziandio 
nulla 0 infinita ; nel primo di questi due casi la (F') si riduce all c- 
quazlonc P=o del piano P, e nel secondo si riduce all'altra P' = o 
del piano P' ; in una panda dunque, l'equazione (P") è quella di 
lutti % piani che passano per vna stessa retta (P=o, P'=o). 

H3. Se la funzione P si riduce a una costante C, il piano corri- 
spondente passa airinlìnito (n.“ 88), c perù l'equazione rap- 
presenta un piano qualunque parallelo al piano ^= 0 . 

Ili. Essendo P, P' , in generale, proporzionali alle distanze d’iin 
punto (xyz) dai rispettivi piani P, P' (n.“ 163), ne segue dalla (P"), 
che le distanze d’un punto qualunque del piano F' dai due P, P' so- 
no tra loro nel rapporto costante k. Quando k>o le dette distanze 
sono dello stesso sogno , c quindi ogni punto del piano P" si troverà 
da una stessa parte rispetto ai due P, P'; e se k<o le indicale distanze 
sono di segno contrario, e un qualunque punto del piano P" si tro- 
verà in parli opposte rispetto a’ delti piani P, P'. In una parola se- 
condo che la costante h è positiva, o negativa, il piano P" cadrà 
nell'angolo de' piatii P,P',o nell'angolo adiacenle. 

BVBim Ceometria Analitica 7 
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113. Se k=ì, la (F) diviene 

P = P', 

e il piano di qucslcquazionc hìscgliprà l'angolo de due piani P, P'; 
impcroccliò le sopraindicate disianze, in questo caso , sono eguali. 
Se poi k-~-ì, la(P") diviene 

P = -F, 

e il piano di questa equazione bisegherà l'angolo supplcmenlarc di 
quello dei due piani P, P'. 

In generale P-kP'=o, P+k'P’=o sono le equazioni di due piani, 
uno de’ quali cade nell’ angolo (P, P'), e 1' altro nell’ angolo supple- 
mentare. 

IIG. La costante k-P : P' dinota benanche il rapporto de'seni de- 
gli angoli, che il piano di delti piani fa coi due P, P'; e similmente 
k' dinota il rapporto de'seni degli angoli che il piano P—k'P’=o fa coi 
medesimi piani P.P'; quindi fc : fc' rappresenta il rapporto anar- 
monico del fascio delle quattro rette secondo le quali un piano qua- 
lunque condotto perpendicolarmente all’ intersezione (PP'J, taglia 
i quattro piani 

P = o, P' = o, P-kP' = o, P-k'P'=--o, 
che perciò formanoun /'ascio, il cui rappoHo anarmonico èk : k' ; 
e se k=— k' o vero k ; k'=— 1, il fascio è armonico, 
tn. Prendendo un terzo piano P"=o, l’equaziono 

(27) P + kF + k'P" = o, 

in cui k, k' sono due cosLanli arbitrarie, rappresenta qualunque pia- 
no che passa pel punto (P=o, P'=o, F'=o) comune ai tre piani P, 
P', P'. Imperocché l’equazione (27) essendo del gr. rappresenta 
un piano; il quale passa pel punto (PP'P") perchè è soddisfalla dal- 
le tre equazioni simultanee P=o, P'=o, F'=o ; d'altronde per deter- 
minare la posizione d’un piano occorrono tre punti, quindi le arbi- 
trarie k, k' polransi determinare con le condizioni che il piano, che 
passa pel punto (PP'P') passi per due altri punti dati, e sia perciò 
un piano determinato fra tulli quelli c)ic passano per detto punto. 

118. Se P si riduce a una costante C, il piano P passa airinfìnilo 
(n.® 88) onde l’equazione 

(28) C + kF + kF' = o 

rappresenterà un piano qualunque parallelo all’intersezione de’ due 
F=o, P"^o. 

119. Se poi P-o, F—o, P'=o sono le equazioni di tre piani; a. 
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a', a" sono tre costanti dote; e se moltiplicando la prima equazione 
per a, la seconda per a', c la terza per a" si à identicamente 
aP + a'P" 4- a"P' = o , 

i piani P, P', P" passeranno per una stessa retta. Imperocché i si- 
stemi di coordinate che soddisfanno l’equazione a'P' + a"F'=o, la 
quale appartiene airintersezionc de’ due piani P', F', soddisfanno 
pure l’equazione P=o ; quindi quell’intersezione sta in questo terzo 
piano, 0 vero i tre piani P, F, P" passano per una stessa retta. 

120. Similmente se, in generale, 

P,=AtX+B,y+CtZ+Dt=^o , P,=A^x+B^y+C^+Dt=o , 
P3,—A^x-\-B^y-\-C^^-\-D^=o , Pi—A^x-^B^y-\-C^z-i-D^~o , 
sono le equazioni di quattro piani; a, , Uj , Oj , a^ sono quattro co- 
stanti date, e si à identicamente 

(29) a,P,-i-ajP, + a.P. + atP* = o, 

quei quattro piani passeranno per uno stesso punto. Imperocché i 
sistemi di coordinate che soddisfanno l’equaz.ajPj+ a^P 3 +a^P^--o, 
soddisfanno pure 1’ altra P, = o : cioè il punto (P-PjP^) sta nel pia- 
no P,, o sia i quattro piani?,, P,,P;,Ptpassano per uno stesso punto. 

Reciprocamente se i detti quattro piani passano per uuo stesso 
punto, le loro equazioni sono tra loro connesse per mezzo d’un'equa- 
zionc identica. In fatti in questo caso è (n.“ 81) 

(30) |4,P,CAl=M,B3C.|D,-|A,B,C,|O,+|.l,/f,c,lZ>3-|^l.«iC3!/>4-o 
ora moltiplicando la P,=o per l.l.BaC,| , la P,:^o per - l.l.BsC,! , la 
Pi=o per \A^B,C^\ , e la P^—o per — |zl,BjC 3 | c sommando, i coeffi- 
cienti di X, y, z svaniscono (E. A. n.” GH), c il termine noto é il 
determinante |A,BiCjP,| pur esso nullo, quindi 

P.-lA.BjC,! Pt+\AM P,-|.1,B,C,1 i\-^\A,V,CJW = o. 

121. Si noti che l’ identità (29) vuol dire algebricamente che una 
delle equazioni P, = o, Pj=o, Pj=o, P^ = Q é conseguenza delle al- 
tre tre, c reciprocamente; onde se delle equazioni di qmllro 
piani sono tali , che una è conseguenza delle altre tre, que’ pia- 
ni passano per uno stesso punto. 

122. Supponiamo ora dici quattro piani P„Pj,Pj,P, non passino 
per uno stesso punto ; in tal caso il determinante (30) non sarà più 
nullo, e qualunque altro piano può essere sempre rappresentalo per 
mezzo deU’eqitajzione omogenea 

(31) a^P,+a,P,+ a:^P3 + a^P, = o, 
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essendo a^, a^, a, delle coslanli convenientemente delerminalc: 
ciò si dimostra come al n.“ 381 p. p. 

AKT. 111. 


Famtale relative a relle e plaal. 

123. Trovare il punto d'inconiro d'una retta con un piano. 
Sieno 

(r) x=az^p , y:^bz-rq , 

(P) A3Hlìy+Cz+D~o 

la retta e il piano. Eliminando fra queste tre equazioni si anno per 
le coordinate del punto d'incontro 


_B(t>p—aq)-t Cp-Da _ A(a(i-bp)+C.o—])h 


0 ) 


Aa+Ub-t C 


y= 


Aa+BbrC 
Ap+Bq ^ 7) 


Aa \ Bbn- C ■ 

124. Queste coordinate saranno infinite, e perciò la retta (r) e il 
piano (P) sonm paralleli se .\a+Bb+C=o. 

123. L'ordinata z sarà indeterminata, cioè la rctla (r) avrà ogni 
suo punto nel piano (P) se 

Att+Bb+C=o , Ap+Bq+D-o , 

quindi sono queste le condizioni perchè la retta (r) s'a contenuta 
nel piano (P), o vero perchè qxiesto piano paseà per quella retta. 

126. Trovare, le, equazioni d'una retta, che passa per un punto 
(x'y'z'), ed è perpendicolare a un piano Ax+Iìy+Cz+D=o. 

Sieno X, (A, V i coseni degli angoli che questa perpendicolare fa 
con gli assi, e avremo 


X = — , V = , p = \/A^+ir-+c ^ , 


| 2 ) , . 

P V 

ma le equazioni della retta che passa pel punto {x'y'z') sono 

x-x' y-y' _z — z' 

X ~ (A " ' 

quindi sostituendo i precedenti valori , avremo le equazioni della 
chiesta perpendicolare 


( 3 ) 


x-x _y-y _ z-z 
A ~ B C 
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121. Osservazione. — Dinotando le due equazioni duna reità (r) 

, . , . .fi h 1 

con x—az+p , y—bz+q , abbiamo X — —, jji = — ,v= — , essen- 
do r= \/l-t-tt’+6* (n.“ 10), e paragonando questi xalori con i (2) 
ne deduciamo 


Ctt — .4 = 0 , Cb — U = o ; 


or queste equazioni indicano che le prnjezioni della reità (r) per- 
pendicolare al piano (P) sono j>e,rpendkolari alle tracce, oinono- 
me del piano. 

128. Calcolare l’angolo z formato da ima retta (r) x = az -t- p , 
y=bz+q , con un piano (P) AxrI!j+CzxD-o. 

Da un punto qualunque {x'ij'z') della retta (r) si conduca la per- 
pendicolare al piano (P) ; questa perpendicolare avrà per equazioni' 
A B 

le (3) x-x' — {z-z') , y-y' — {z-z ') , e l’angolo di ((uesla 

retta con la (r) essendo complementare di quello t formalo dalla (r) 
col piano (P) avremo (23, 13) 


( 4 ) 


senz = ■ 


.1.1-1- b’/i+C 


\/l+(k+b- 

129. Date due rete, trovare l'equazione del piano condotto per 
una di esse paralldaincntc all'allra. 

Siene 


( r) x = az ~p , y — bz + q . 

(r') ac = a’z +p', y = b'z+q' 

le due rette date : pcrcbò un piano 

(P) Ax+By+Cz+D—o 

passi per la prima e sia parallelo alla seconda, devono aver luogo 

le equazioni (n.‘ 121 e 123) 


Aa+Bb+C=o , Ap+Bq+D^o , Aa'+Bb'+C=^o 


dalle quali si trae 


B = C 


a— a 


D=-C 


, p{b-b') Pq(a'-a) 


oh'- ha” " '^nb'-ba'' ~ “ ab'-ba' 

e sostituiti questi valori nella (P) si à l’equazione 
(3) (as-j)j r(a'-a) (y-q)-r{ab'-ba') z=;0 

del piano che passa per la retta (r) ed è parallelo alla (r'). 
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Quindi, cambiando a, bìna',b'c reciprocamcnle, c p, g in p' , q', 
l'equazione del piano clic passa per (r') ed è parallelo alla rolla (r) è 
(6) (b-b') (x-p')+(a'— o) (y—q')+{ab'—ba'j z=o, 

Quesli piani (5), (6), come si scorge c come doveva essere, sono pa- 
ralleli. 

130. Se le equazioni delle relle son date sotlo la forma 

ni x-x’ _ y-y' _ z-z' , x-x" _ y-y" _ z-z" 

^ ' l m n ’ l' m' n' ’ 

le equazioni (5) e (6) divengono 

{inn’-nm') (x-x',)+(nt'-l«') (y-y' )+(lm'-niJ') {z-z' ) —o, 
(mn'—mn') (x— x")-i-(nt'— In') (j/— j/')+(lm'-mr) (s— —o. 

131. Finalmente se una retta 6 F intersezione de’ due piani /*,— o , 
Pj=o, c l’altra è quella dc’due piani P^ = o, P^ — o (n.“ 120), allora 
s' osserverà che, questi quattro piani non passando per uno stesso 
punto, il primo membro della (30, 120) non è nullo ma invece 

\A^B,C,\ P,-\A,B,C,\ P^ + \A,B,C^\ P^=\A^B,CM 

c quindi la diffurenza fra le due equazioni 

\AM P,-\AM P,=o , 1A.B,C.| Pj-IA.B^C^IP, = 0 
ò costante, c però esse rappresentano due piani paralleli ; ora il pri- 
mo passa per la retta (P,P.), c l’altro per la retta (P, P*). 

132. Trovare l’equazione del piano che possa per una retta 

(r) x=az+p, y=bz+q, 

ed è perpendicolare a un piano (P) Ax+By-f Cz+D^o. 

Sia Tequazione del piano cercalo 

(8) j4'x+B'y-l-C';:-|-D':^o , 

esso soddisferà alle condizioni del problema, se abbiasi (n.' 111,123) 

(9) A'a+B'6+C'=o, (10) A'p+7j'g+B'=0, (11) AA'+BB'+CC'=o. 
Sottraendo dalla (8) la (9) risulta 

A' (x-p)+B' (y-q)+C';z =0 ; 
inoltre le (9) e (11) danno 

(Ab-Ba) A'= {B-Cb) C , (.16-Bo) B' = (Ca-.4) C , 
e posti nella precedente equazione invece di A' c B' quesli valori, 
ne risulta per la richiesta equazione 
(12) (B-Cb) (x-p)+(Ca-A) (y-q)+{Ab-Ba) z = o. 

133. Trovare le equazioni, c l'rspressionc della minima disian- 
za fra due relle. 
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Sicno le due relte date 


(r) x=az+p , y=bz-\-q, 

(r') x-a'z+p', y=b'z+q'. 

Sappiamo che per avere la minima disianza fra le due rcllc(r), (r') 
comunque poste nello spazio, bisogna condurre per (r) un piano (p) 
parallelo ad (r'), c per (r') un piano (p') parallelo ad (r) ; quindi 
menare per (r) un piano (q) perpendicolare al piano (p'), c per (r') 
un piano (q') perpendicolare al piano (p), (E. G. n.“ 90, p. 2."). 

Ora i due piani (p), (p') anno per equazioni rispellivc le (."i) e (G); 
quindi il piano (q) che passa per la rolla (r) ed è perpendicolare al 
piano (p'), e l'allro (q'), che passa per (r') ed è perpendicolare a(p) 
avranno, secondo la (12) per rispellivc equazioni 

+[b {b-b')-a{a’-a)]z 

_ ( [a(l+6'*)-a'(M6b')](x-p) +[6(l+a'*J-b'(l+na')]()/-g';l 

+[b\b'-b)-aXa-a')]z 

c queste due equazioni sono quelle della minima distanza fra le rette 
date (r), (r'J. 

Per avere l’espressione di della minima disianza 5 basta prendere 
la differenza delle perpendicolari condotte dall originc su i due pia- 
ni (5) e (G), (E, G. n.® cit. ) , e quindi si à (17,99) 




(13) 


g _ (b-bQ (v-p')+(a'-a)( q-q') ^ 
\/ (a—a')^+(^t/-b')-+{ab'-bay 


134. Se le equazione delle rcllc sono date sollo le forme (7) si 
porrà nelle (q), (q') e in questa (1 3) 


/ . 

m 

nx'-lz' 


ny'-mz' 

a = — , b = 

5 

P = , 

9 = 


n 

71 

71 


n 


711' 

, n'x"-l’z" 



a'=— , b'= 

/ ì 

P = ; — » 

q'= 

— - — . 

71 

n 

71 


n 


13S. Trovare le coordinate del punto d'incontro di tre piani- 
Sicno le equazioni de' piani 

Ì yl,x+B,i/-l-C,z+f),=o , 

j1,x+B,j/+CjS+/),-o , 
A^x-t-Jì^ìf-^-C^z-j-D^—o ^ 
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le coordinalo ricliicsle saranno i valori comuni di queste Ire equa- 
zioni. cioè saranno 


(IS) 


P 


y = 


p 


ove. coinè nolo dall'Algebra . 


( 16 ) 


P = 


A, C, 
A, Bt C, 
A, B, C, 


c P, , Pj, Pj sono i tre delcnninanli che si ànno dal precedente P, 
quando vi si rimpiazza la 1*, o la 2% o la 3* verticale con quella 
de’ termini noli D, presi col segno mutato. 

Posto ciò, 1.® se P non è nullo, i valori (la) di x, y. z saran fi- 
niti; c perchè ciascuna di queste incognite non ammette che un sol 
valore, così in tal caso i piani (li) s'inconlrcrannoinunsolpnnlo 
a disianza finita. 

2. ® Se P.=o, senza che sia nullo alcuno dc'delcrminanti P, ,Pj,P 3 , 
i valori (la) risultano inCnili, e però in tal caso i Ire pioni (14) 
s'inconlreranno algebricamente allinl'mito , c geometrica- 
mente non s'inconlreranno. 

3. ® Se P=o, e nel tempo stesso è nullo uno o tulli i determinan- 
ti Pi, Pi, Pj, le X, y, z risultano, in generale, indclcrminate, onde, 
in tal caso, i piani (li) anno un indeterminato numero di punti 
cornimi. 

Ora perchè le ignote x, y, z risultino circtlivamcntc indetermina- 
te, le (14) non debbono essere tre equazioni essenzialmente di- 
stinte, ma debbonsi ridurre a due, o anche ad una sola veramente 
distinta. Pertanto poniamo che sicno le prime due quelle che si ri- 
ducono a una sola, il che ù luogo se 
(H) /1,:Aj:=P, :Pi=C, :C,=D, :D,; 

in questo caso i due primi piani si confondono in un solo (P), c 
però l’incontro de’ tre piani dev’ esser quello di questo piano (P) 
col terzo (14) ; ma due piani s’incontrano secondo una retta, quin- 
di i punti comuni ai tre piani (14)‘dcvono essere indeterminati, es- 
sendo tulli quelli d'una retta, la quale è a distanza finita, sin ehe 
sono veriDcate le sole condizioni (11) : imperocché così il piano (P) 
non può risultare parallelo al terzo piano (14). 

Se poi le equazioni (14) non sono che una sola equazione vera- 
mente distinta, il che à luogo se 

(18) A, : Aj : Aj=B, : B. ; B-z^C, : ; Pj : I). , 
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allora i Ire piani (14) si confondono in un solo, c i punii d’incontro 
di quc’ Ire piani sono lutti quelli di qucsl’unico piano, c perù anche 
in qucslo caso i punii d'inconlro dovevano risultare indeterminati. 

Pertanto in qucslo 3.“ caso l' intersezione de' Ire piani (14) è una 
retta a distanza finita, se àn luogo le condizioni (17) ; o pure i 
tre piani si confondono in un solo, se àn luogo le condizioni (18). 
Finalmente se ò 

(19) A^’. A^‘. : B^=Cf : Cj : C 3 , 

i tre piani (1) sono paralleli (n.“ 97) ; intanto anche in questo caso 
i determinanti P, P, , P, , Pj risultano nulli , e quindi x, y, z ri- 
sultano indeterminali, appunto perchè l' incontro de' piani è una 
reità posta airinOnilo. 

13C. Trovare le condizioni perchè tre piani passino per una 
stessa retta. 

Sieno le equazioni (14) quelle de’ piani ; e sicno 

(20) x=az+p , y=bz+q 

quelle della retta per la quale poniamo che passino i piani: ciò avrà 
luogo se si verificano le seguenti eguaglianze (n.” 123) : 

I jl|a+P|ò+Ci==o , I A^p-\-B^g+D^=o , 

(21) I jl,a+B, 6 +C,=o , (22) J /lip4-B,q+i>i=o , 

t »lja4-Bj6+Cj=o , ' Ajp+J? 3 g+P,=o , 

e perchè a, b, p, q risultino determinali, è d’uopo che sia 
(23) |A,B 3 C 3 l = o, e lA,B,D 3 |=o: 

supposte veriOcale queste condizioni, avremo : 

I ^_|C.B.|_|C,B3L|C3B3| 

|A,B,| |A,B,| IA 3 B 3 I’ 

|/1.C,|_|4.C3|_|A3C3| 

|A,B,| |A,B3l M 3 B 3 I’ 

^ lA.Bjl |A,B,1 \A^B,\' 

"^"\A,B,\ MAI |A,B,1’ 

così le equazioni della retta per la quale passano i tre piani (14) sa- 
ranno 

Rdbiki. Geometria Analitica H 
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l |ì1,Bj|!c |C,£j| 2 — |D,B,|_o , 

j y — Cil ~ = 0 , 

c le condizioni richicsle sono le (23). 

Posto ciò, se àn luogo due qualunque delle tre uguaglianze 
(21) A,Bt-B,At=o , A,C,-C,A,=o , C,B,-B,Cj=o , 
la prima condizione (23) è verificata, e la seconda diviene 

(28) (A,B,-B,A,) (A,D,-D,A,) = 0 , 

e se non 6 4,D,-B,.4,=;o, la retta (26) passa all'intiniio, c per ve- 
rificarsi la (28) dev'essere 

(29) A,B,-B,A.=o. 

In virtù di quest'equazione e delle (21), le (H) dòn pure 

(30) 4|Cj— C|/l3=o , BiCj— C,J?3=o , 
e quindi dalle (21), (29) e (30) ne risulta 

(31) ili : : JI3 = B| : B| ; B3= C| : Cf : C3 , 

il che dinota che i tre piani (14) sono paralleli, e ciò è d'accordo 
col passaggio aH'infinito della loro comune intersezione (26) in que- 
sto caso. 

Sia se insieme con le (21) à pur luogo la 

(32) AfDi—D,A^=o , allora si à 

(33) At : yl,=B, : B^^C^ : C,=B, : B, , 

e i primi due piani (14) coincidono : nel tempo stesso i primi rap- 
porti (24) e (26) si presentano sotto forma indeterminata -, ma rim- 
piazzando quei rapporti coi secondi, le equazioni (26) della connine 
intersezione divengono 

1A,B,|x-1C,B3|z-|D.B,| = o, 

MAI y-M.C3Ì--|/i, 0,1 = 0, 

c se non è l;4,B3|=o, quest’iniersczione sarà determinala. Ma se 
Mi^il = A,Bj-B,Aj = o, allora, come sopra, sarà pure ì 4,C3-C,.43 
= B,Ci — C,B3 =o, e detta intersezione avrà una posizione indeter- 
minata : nel tempo stesso, in virtù di queste ultime uguaglianze e 
delle (21) si à 

(34) A| : ilj : A,=B| : B^ : B,= C, : Cj : C3 = 0| : Bj : i), ^ 
e i piani (14) coincidono in un solo. 

Pertanto dotti piani passeranno per una retta a distanza finita, se 
i due determinanti (23) sono nulli indipendentemente da ogn'altra 
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relaiione Ira i coenicìenli A, R, C, D, o sono nulli in virtù delle re- 
lazioni (3.')). Saranno poi paralleli, se i dclerminanli (23) s'annullano 
per le relazioni (31) ; c finalmente quei piani saranno coincidenti, 
.se detti determinanti s’annullano in virtù delle relazioni (34). 

ART. IV. 

Qiie«il»DÌ — Fa««lo di plaai aiiarMOiile«) armoaleo, 

o ia involntloae. 

131. Sieno P,=o, Pj=o, Pj=o le equazioni di ire piani dati, che 
supporremo espresse in forma normale (n.^SB); quelle de' piani 
biseganti gli angoli diedri interni (P„ Pj\ (P.. P,), (Pj, P,) sa- 
ranno 

(1) P,-P*=o, P,-P,=o, P,-P,=o, 

e quelle de'biseganli gli angoli rispcllivaincnlc eslcrni saranno 

(2) P,-t-P,=o, P,+Pj=o, Pj-i-P,=o. 

Le (1) sommate conducono all idenlilà o=o ; laonde (n.<> it9) i 
tre piani biseganti gli angoli interni d’un angolo solido trUdro 
si tagliano secondo una stessa retta. 

Similmente sommando la prima (1) con la seconda (2), e dalla 
somma togliendo la terza (2) si à la slessa identità o=o ; quindi i 
tre piani che bisegano un angolo diedro interno e. due esterni 
passano per una stessa retta. 

138. Consideriamo l'equazione 

(3) P,+P,+P,=o: 
questaevidenlemente rappresenta un piano, che passa per le tre rette 

[P,=o, P,+P,==o] , [P,=o, P,+Pj=o] , |Pj=o, P,+P,=o] ; 
queste rette sono le intersezioni delle facce dell' angolo triedro 
(P, P, Pj) con i piani, che bisegano gli angoli diedri esterni ri- 
spettivamente opposti ; quindi coleste intersezioni sono in uno 
stesso piamo. 

Similmente formando le altre tre equazioni 

(4) — Pi-pPj-fPj^o, P,— Pj-|-Pj=o, P,-fP{— Pj=o, 

ciascuna rappresenterà un piano in cui si trovano le intersezioni 
delle tre facce del triedro coi piani, che bisegano l'angolo diedro in- 
terno rispetto a una faccia, e l'esterno rispetto alle altre due. 

Ora sommando la (3) con le l4) s’ottiene P, -f- Pj -l-Pj=o, che è 
un’equazione identica in virtù della stessa (3), dunque (n.** 121) i 
qwdtro piani (3) e (4) passano per uno stesso punto. ^ 
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139. Aggiungiamo ai Ire piani P,-o, Pj=o, P,-o un quarto pia- 
no P*=o, in modo da formare un lelraedro ; e supponendo l'origine 
delle coordinale ncirinierno del tetraedro, le equazioni de'piani bi- 
scganli i sei angoli diedri interni saranno 

p.. S Pi~P ì—Oj P j— Pj= 0 , P 3 — P*=o, 

( P,-P,^o, P,-P,^0-, 

e quelle dc'|)iani biseganti i rispettivi diedri csicrni saranno , 

tG> \ P.+iV-<', P,iP,=o, 

'' ’ ( />,-|-/*3=0. P,+P,=o. 

Posto ciò il primo, secondo e quarto de’piani ( 0 ) si tagliano se- 
condo una rt-Ua (II), la (piale parte dal vortice (P,PjPj) (n.“ l-li) ; 
e poiché si à idenlicaincnle 

P,-P,- (P, - Pr.) + (P, - Pù - (P, - P«) =0, 
il primo, terzo, quarto e ipiiuto de'piani (5) passano per uno stesso 
punto ( 0 ) (n.“ 121 ), il quale, perché è comune al primo e quarto, 
appartiene alla retta ( 11 ), c quindi è comune anche al secondo (3). 

Similmente, essendo identicamente 

Pi-P^ + {P, - P.) - iP, - P,) + (Pz - Pù - 0 , 

il primo, secondo, terzo e sesto de'piani (3) passano per uno stesso 
punto (Q), il quale, perché è comune ai due piani Pi~Pt, Pj— P 3 , 
che si tagliano secondo la rella (II) , sta su questa retta, e perciò è 
comune henanciie al piano Pi-P, ; ma lo stesso piano P 3 — P* non 
può incontrare la stessa retta (R) in due punti diversi, quindi i due 
punti ( 0 ) e (Q') sono un solo e medesimo punto pel quale, secondo 
le precedenti idcnlilfi, passano benanche gli altri due piani bisettori 
P,- Pj, Pj-P, ; laonde i set biseUori degli angoli diedri interni 
passano per uno stesso punto, che evidenlemenle è il centro 
della sl'e.ra iscrUUi nel lelraedro. 

140. Considerando gli stessi tre bisettori Pi”P *t P i~P »» P t~P a 5 
che passano pel vertice (PiPjPj), e i tre bisettori 

(1) P,+P, = o, P*+P, = 0 , P 3 +P ,=0 

dei diedri esterni c adiacenti alla faccia opposta ai detto vertice , e 
ragionando come sopra, si dimostrerà che anche questi sei piani s’in- 
contrano in uno stesso punto, che è il centro d'una sfera esiscritta, 
la quale tocca esleraanicnte la faccia opposta al vertice (P,P,P,), e 
i prolungamenti delle altre tre facce che partonp da questo vertice. 
La slc.ssa cosa avendo luogo rispetto alle altre tre facce, s’pvranao 
guallro sfere esiscrille. 
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Finalménle i Ire biseUori P,- P^, P, + P. , i»j + P, , il pr mo 
interno e gli altri due esterni, si tagliano secondo una reità tR'), ebe 
parte dal vertice (Pil'jPj) e cade fuori del tetraedro (n.” 131) ; con- 
siderando, insieme coi precedenti, i tre bisiltori Pj-P,, Pt+Pf, 
P,-fP, , l'uno interno e gli airi due eslerni rispetto alla faccia oppo- 
sta a detto vertice, si troverà, con un ragionamento analogo a i|uello 
del n.“ prec., die ijucsti sci piani, due dt-' quali bisegano i d'tdri 
iiìlcrni che anno per t^pigolii due spigoli oppnsii lP^I’J\. (P^P* ) 
d'd tetraedro, egli altri quattro sono bisetiori dn'dicdri e,slerni 
che anno per spigoli i rinianenti del telracdro , si tagliano in uno 
slesso punto che cade in una delle dee culle. > he partono dai ilelti 
spigoli opposti: dello punto sarà per conseguenza il ceniro della sfe- 
ra iscritla in della culla. K poiché un antilogo ragionainenlo vale 
per le altre due coppie di spigoli oppo‘-li, così s'avranno tre di tali 
sfere ; e quindi avremo , in generale, olio sfere iscritte in un 
tetraedro ; nè se ne possono avere altre, perchè qualunque altra 
eombiuazionc possibile si voglia fare de’biseltori interni ed ester- 
ni si ricadrà sulle già considerate. 

lU. Abbiasi un fascio di quattro piani 
(8) P,:=o, Pp=o. P,-/iP,=o, P,-AP.,=o ; 

il rapporto anannonico della seconda coppia alla prima , o vero il 
rapporto aìiarmonico del fascio è dinolalo da h ; k ,(n." 1 1O). Ora 
.se è dato il sistema di quattro piani 


(9) P,-/i P,=o, P,-/vP,=o ; P,-/i,Pj=o, P,-/i,Pj=o, 

e vogliasi il rapporto anannonico del fascio, si porrà P,-/iPt= U,. 
P,-kPi=U^ , e ricavali da queste equazioni i valori di P, e P,. e 
sostituiti nella terza e quarta delle (9) , quel sistema diviene 


(10) V,-o, Vi=o, b\- 


li-h,,, k-k, 


/c /i, ’ ’ ‘ k-k, 

or questa forma di equazioni è simile a quella delle (8)-, e perù il 
rapporto anannonico del fascio de'quallro piani (0) è 
h-h, . h-k, 


(H) 


/c— /i| h — 
i42. Il dello fnscio sarà armonico, se 


(a) 

0 vero, sviluppando, se 

(12) h,k,-i{b-¥k) {/.,+k,)+i/c=o. 

Quest'equazione contiene quattro quantità h. k, h , , k, , delle quali 
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(late Ire, la quarta vien quindi dclcrminain dalla (12) ; (aonde per 
foi mare vn fascio armovico di quallro ììiuni, tre possono esser 
presi ad arbitrio, e il quarto rimane detenninato. 

143. Kel tempo stesso si vede clic data una coppia di piani, Tal- 
Ira coppia armonicamente coniugala alla prima resta indeterminata, 
perchè date h c k, la (12j non può determinare h, e k,. Però se 
supponiamo date due coppie di piani qualunque 

(13) V,-Ul\=o. U,-kU^ = o. 

(H) = V,-k,L\=o, 

e si voglia una terza coppia 

( 13 ) = 0 , = 0 

coniugala con la (13) e con la (11), devono, secondo la (12), aver 
luogo le scgucnii equazioni : 

^ Aj/i,--(A +/c) (A,+^)+ A fc =0, 

i (^'i+^i)rA,A-,=o, 

or da queste due equazioni si possono ricavare la somma A, fk, , e 
il prodotto /ijfcj delle due ignote Aj. A, in funzione delle quantità 
date li, k. A, , A, , c quindi si può formare un'equazione di 2° gr. , 
le cui radici saranno 1 valori di A, e A,, i quali potranno d'altronde 
essere reali o immaginarii ; quindi, date due copjne di piani qua- 
lunque si può sempre algebricamente delerminar una terza cop- 
pia, che sia armonicamenle coniugata con ciascuna delle date, 
e solo una. 

144. Supponiamo Onalmenle che tutte e tre le coppie (13), (14) 
e (15) sien date, e si voglia determinare una quarta coppia 

(17) L\-h^Uj=o, U,-k,Ut-o, 
armonicamente coniugata con ciascuna delle tre date: per ottener 
ciò, secondo la (12), devono aver luogo le seguenti relazioni : 

( AjAj— J(A +A ) (Aj-t-Aj)-!- AA =0, 

(18) < AjAj— J(A,+A,) (Aj+Ajl+AjA,— 0, 

( AjAj 1(Aj+Aj) (Aj-)-Aj)+AjAj=o; 

ora considerando AjA, e Aj+Aj come due ignote a !• gr. , ben si 
vede che per potersi determinare dette quantità devesi avere una 
condizione, che si à ricavando i valori di AjA, c Aj+Aj da due qua- 
lunque delle precedenti equazioni e sostituendoli nella terza , o più 
semplicemente uguagliando a zero il determinante del sistema (18): 
nelTun modo o nelTaltro si à per la chiesta condizione 

(*»-*) + (*i-*) ) _ 

‘-*1*1 (*i-*i) - AA,(A,-A) -i- AA, (A, -A) ( 
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la quale, aggiungendo al primo membro il quadrinomio 

7i/i,/ij — , 

idenlicamcnie nullo, può mellersi sollo la forma 

(19) (h-k,) {h,—ki) (/i,-fc) + (k—h,) {k,—hj) (fc,— /i)=o. 

Pertanto , veritìcata questa condizione fra le tre coppie di piani 
dati, si può determinare una quarta coppia armonica con ciascuna 
delle date mercè due qualunque delle(18), operando come sulle(16); 
e in questo caso si dice che le tre coppie datesene in involuzio- 
ne (Hesse, Analy. Geometrie des Raumes, pag. 28). Ora la con- 
dizione (19) mostra che date cinque delle sei quantità h, /t, , /i,, 
fc. li, , /cj, la sesta rimane determinata, e però dei sei piani in invo- 
luzione cinque possono essere presi ad arbitrio, c il sesto li- 
mane determinato. 

145. Se nella (19) si pone h=k=h,, hj=fc,=lc,. s’ottiene per ri- 
sultamento {h 3 -k,)(h,-k,)-i-Qh-h,) {k,-ky)-o, o vero 

k.-Zij ■ /c,-kj~ ’ 

il che indica (a), che se di tre coppie di piani in involuzione una 
coppia si riduce ad un piano fl, , e un'altra coppia si confonde 
in un solo piano , la terza coppia sarà coniugata armonica 
di questi due piani. 

146. Se le equazioni de’ quattro piani d’un fascio sono le (8) 

(8) P^=o , P,=o , Pt~hPi—o , P,-kPj=o , 

sappiamo che h dinota il rapporto de’ seni degli angoli ohe il terzo 
piano fa col primo e secondo, e similmente k è il rapporto de’ seni 
degli angoli che fa il quarto col primo e secondo ; si che, dinotando 
con P, , Pj, Pj, i successivi quattro piani (8), avremo il rappor- 
to anarmonico del fascio [PiPtPjP»] espresso da 

sen (Pj, P,) , sen (Pt, P,) 

^ sen(Pj, Pj) ■ sen(P«, Pj) ’ 

e se il fascio è armonico, questo rapporto è = -l, e perciò si à 


sen (Pj , P,) sen(P^, P,) 
sen(Pj, P,)'^sen(P*, Pj) 


Da questa formola si scorge immediatamente che se il piano P, 
bisega Vangala della coppia P, , Pj , il piano P, , coniugato di Pj , 
bisega l'angolo supplementare dt(P, , Pj);poichè se sen(Pj, P,)=: 
sen (Pj, Pj) , allora secondo la (21) sen (P*, P,)=- sen(P*, P*) ; 
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laonde i due piani coniugali Pj. P» in questo caso sono Ira loro per- 
pendicolari. 

147. Polendo sempre rappresentare le tre coppie di piani in in- 
voluzione con le scgiicnli tre coppie d’equazioni : 

( {P^=o , P,=o) ; (i>,-/i,/>s=o , P,-lc,P,=o) ; 

( 22 ) 

' (P,-/ljP,=0 , P,-fc,P,=o) . 

ne segue che per applicare l'equazione di condizione (19) a coleste 
equazioni, basta fare in quella (19) 1i=o, k=oo ; cosi ponendo pri- 
ma h=o, e poi dividendo per k e facendo k=xc , ne risulta per con- 
dizione dell involuzionc de' piani (22) 

(23) /i,7c, — /ijfe, = 0 , 

la quale condizione, dinotando con sci successivi 

piani (22), e tenendo presenti i significati di /i, , kf, h^, k^, può 
essere scritta ancora cosi : 

sen(Pa, P,) _ sen(P,.P,) _ sen (P,, P,) . scn (P^, P,) 

^ ^ sen(P,, P,) ■ sen(P,, P,) sen (P,, P,) ' sen (P,, P,) ’ 

il che indica che il rapporto anarmonico de' quattro piani P,, P,, 
Pj» Pj è uguale a quello de’ quattro piani P,, P, , P», P, rispetti- 
vamente coniugati dei primi. Scambiando 1 e 2 con 3 c 4, o pure 
con 5 e 6 nel ragionamento precedente, cioè prendendo per piani 
fondamen'ali P, , P*, o Pj e P* , s'avranno altre due relazioni analo- 
ghe alla (24) ; di modo che si concliiude che in tre coppie di piani 
in involuzione, il rapporto anarmonico di quattro qualunque di 
essi è uguale a quello de’ quattro piani coniugati. 
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LIBRO IL 


DELLE SCPEBFICIE DI SECONDO GRADO 
CAPITOLO I. 

PRINCIPI GENERALI. 

ART. I. 

Sl^lfleato |^m«trlco d*oDa o più e^mixtoal •ImallABee a Ire 
variabili. Teorcoti svile saperOcie. — > alleane deflnUlaal. 

148. Abbiamo veduto innanzi che il piano ammette in generale 
una sola equazione di 1° gr. , a tre variabili ; la retta è rappresen- 
tata da due equazioni di 1“ gr. , in generale, a tre variabili; e fi- 
nalmente il punto è rappresentato, in generale, da tre di sì falle equa- 
zioni. All’opposlo una sola equazione di 1° gr. , a tre variabili rap- 
presenta un piano ; due di queste equazioni simultanee rappresen- 
tano una retta , e tre un punto. Ora cercheremo indagare il signi- 
ficato geometrico d'una o più equazioni, generalmente parlando, a 
tre variabili, e di grado superiore al 1.° 

149. Una sola equazione a una sola variabile del grado n”® 
rappresenta un sistema di n piani ( tra reali e immaginarii ) pa- 
ralleli A UNO db’ coordinati (u.® 34). 

150. Una sola equazione a due variabili rappresenta una su- 
perficie CILINDRICA. — Consideriamo l'equazione 

(f) r (x, y) = o: 

eorae sappiamo (n.® 83, p. p.) quest’equazione rappresenta nel pia- 
no XY un luogo geometrico, che, in generale, è una linea A'B'M'C' ; 

e finché non si traila che di due 
sole coordinale, la (f) non é altro 
significato ; un qualunque punto 
M' (x'y') di questa curva vien dato 
dal complesso delle due equazioni 

(1) x = x', y = y\ 

che verificano la (f). Ha quando s’à 
riguardo p tre coordinate, queste due 
equazioni rappresentano una retta 
parallela all’ asse delle 2 ( n.® 31 ) ; onde in tal caso 1’ equazio- 
ne (0 rappresenta un luogo di rette parallele all'asse delle z , eia- 
RuBi.Ni Geometria Analitica 9 
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scuna delle quali à un punio comune con la curva A' B' H' C' ; 
questo luogo quindi 6 una superGcio, non avendo che due sole 
dimensioni , e può bene essa intendersi come generala da una 
qualunque retta indefinita M'M, che scorre sulla curva A'B'M'C 
muovendosi parallelamente a sè stessa : si fatta superficie si 
dice cilindrica; la curva A'B'M'C', che dirige il molo del* 
la retta M'M si chiama direttrice ; la retta HM'si chiama gene- 
ratrice, e suol dirsi benanche iato del cilindro. Pertanto un'e- 
quazione a due variabili , considerata nello spazio, rappresenta 
una superficie cilindrica, la cui generatrice è parallela a quello 
degli assi coordinali, la cui variabile manca nell’equazione, e la 
direttrice è la curva rappresentata dalla data equazione nel pia- 
no delle variabili di delta equazione. 

L'equazione ax-l-òy+c=o, che rappresenta un piano parallelo 
all' asse delle z, è un caso particolare del precedente, e però un 
piano è una superficia cilindrica di cui la generatrice e la diret- 
trice sono ambe rette. 

Reciprocamente una superficie cilindrica, come è stata definita e 
col lato parallelo all'asse OZ, deve ammettere un' equazione della 
l'orma (f) ; imperocché qualunque punto del lato M'M à le stesse 
coordinate x, y del punto M' della curva A'M'C', e quindi la rela- 
zione fra queste coordinate, per qualunque punto della superficie 
cilindrica, deve esser quella che rappresenta detta curva nel piano 
XY, cioè dev’essere l'equazione (fj. 

*151. Se la retta che s’appoggia costantemente sopra una data di- 
rettrice (come nel cilindro) passa sempre per uno stesso punto, al- 
lora la superficie generata da quella retta si dice conica, o sem- 
plicemente cono; e il punto per cui passa continuamente la penc- 
rairice, si chiama vertice del cono. Da ciò segue che ilcilindro 
è un caso particolare del cono, e propriamente quello in cui il 
vertice passa all'infinito. 

152. Giova notare che, nell'analisi a tre coordinale, volendo espli- 
citamente indicare la curva A'M'C' , devonsi prendere simultanea- 
mente l’equazione (f) e la z=o ; essendo che sola la prima indica il 
cilindro, e sola la seconda iodica il coordinalo XY ; e però il com- 
plesso di entrambe dinota i punti comuni a detta superficie e al 
piano XY , cioè dinota l'inlersezione di queste due superficie, che è 
appunto la curva A'M'C'. 

153. Inoltre, segnando sulla superficie cilindrica una curva qua- 
lunque ABMC sia piana, cioè esistente tutta in un piano, o sia 
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storta, cioè non giacente tutta in un piano, la curva piana A'B'H'C' 
è la proiezione della ABMC; perchè è il luogo delle projezioni dei 
diversi punti di questa curva sul piano di proiezione XY, e con l’as* 
se dirigente OZ (n.“ 1). È per ciò che la superficie cilindrica AMCC'M'A' 
si chiama cilindro proiettante la curva AHC ; e come è chiaro 
la curva AMO, come ogn'altra curva tracciata sulla superficie cilin- 
drica, può esser presa per direttrice della medesima superficie. 

154. Una sola equazione a tre variabili rappresenta una su- 
perficie. — Consideriamo ora l'equazione a tre variabili 

(F) F(cc, y, z) = o: 


dando a z diversi valori particolari z', z", z'", ecc. , avremo i se- 
guenti sistemi : 


( 2 ) 


z = z' , F(x, y, z') = o, 
z = z" , F(x,y,z")=o, 

z = z"', F(x,y,z"Ó = o, 

z = z", F(x,y,z”) = o, ec. 


Posto ciò, le equazioni z=z', z=z", ec. rappresentano piani paral- 
leli al coordinato XY, e le altre F(x, y, z')-o, F(x, y, z")=o ec. , 
rappresentano cilindri col lato parallelo all'asse delle z (n.° 130) ; 
onde il complesso delle due equazioni simultanee z=z',F(x,y,z')=o, 
indicando i punti comuni a queste due superficie , rappresenta la 
loro intersezione, che è una linea piana, la quale apparterrà al luo- 
go della (F), essendo che i valori comuni alle due equazioni prece- 
denti verificano benanche la (F; : dicasi lo stesso per gli altri si- 
stemi di equazioni (2). Segue da ciò che il luogo dell'equazione (F) 
è tale, che menando de' piani paralleli al coordinato XY, e l'un dal- 
l'altro distanti per quella quantità che si voglia piccola, segneremo, 
generalmente parlando, in quel luogo una serie di curve piane ; o 
vero questo luogo geometrico sarà la serie di queste linee; quindi 
esso è una superficie, perchè non può ammettere che due sole di- 
mensioni. Pertanto il luogo geometrico d' un’ equazione a tre va- 
riabili, è, in generale, una superficie. 

155. Vedremo appresso che la proposizione inversa è pur vera . 
per ora giova osservare, che la natura delle curve F(x, y, z')—o, ec. 
ci fa conoscer pure quella della superficie (F), la quale potrebbe 
per ciò risultare una superficie chiusa o vero limitata in ogni senso, 
0 estendersi indefinitamente, o ridursi a uno o più punti staccali, o 
linalmcnte essere affatto immaginaria. 
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156. Le superQeie algebriche , cioè quelle le cui equazioni sono 
algebriche, si distinguono secondo i gradi di loro rispettive equa- 
zioni : cosi una superficie è del grado n““, se del grado n““ è la 
sua equazione. 

157. Ponendo z=o nell'equazione d'una superficie, il risultamenlo 
sarè l'equazione della linea d'intersezione della superficie col pia- 
no XY : ora quando l'equazione è algebrica, la supposizione :z = o , 
com'è chiaro, dà un'equazione in x e y di grado non superiore a 
quello dell'equazione data ; ma ben può risultarne un'equazione di 
grado inferiore, perché la ~ può trovarsi in lutti i termini di più alto 
grado, come ncH'equazione a;’+6;x’+cx’+da'y+c;+/'=o, che per 

0 si riduce a cx*+dxy+f~o. Però, poiché un'equazione, per ave- 
re un significato geoinclrico effettivo, dev’esser omogenea, o devesi 
a tale ridurre con l'introduzione di certe potenze d’una lettera co, 
che rappresenti l'unità, cosi l'ulliina equazione sotto forma omoge- 
nea diviene c(ox’-fdioxy+ioY= o , o sia to(cx*+dxy-t-{o*/) = o, e in 
tal modo si scompone nelle due equazioni to=o, e cx‘+dxy+ti)^f~o, 
la prima rappresentante una retta aH'infinilo, e la seconda una co- 
nica ; si che, avendo riguardo alla retta aH'infinilo , può dirsi che 
l'intersezione della propos'a superficie del 3“ gr. col piano XY è una 
curva aneli’ essa del 3." gr. (Salmon’s, A trealisc on thè analy- 
lic geomelry of three dimensium, n.“ 22) ; e poiché colla trasfor- 
mazione delle coordinale non s'altera il grado della superficie (n.° 58), 
e il piano XY può prendere una posizione qualunque , cosi può 
conchiudersi , in generale, che la sezione d' una superficie al- 
gebrica con un piano è una curva dello slesso grado della su- 
perficie. 

158. Ponendo z-y—o neU’equazionc d una superficie, ne risulta 
un'equazione in x, che dà i punti d'incontro ( reali o iminaginarii ) 
della superficie con l'asse OX : quesl'cquazionc, in generale é dello 
stesso grado n™" della superficie ; e poiché qualunque sia la posi- 
zione d'una retta si può sempre prenderla per asse delle x, cosi si 
conchiude che una superficie del grado n"® è inconlrala da una 
rena in n punii, tra reali c immayinarii. Ben vero però che se l’e • 
quazione in x risulta di grado inferiore ad n, bisognerà conchiuder- 
ne che vi sono tanti punti d'incontro all'infinito per quanta é la dif- 
ferenza tra il grado della superficie e quello dell’equazione in x. 

159. Quando l'cquaziono d'una superficie è scomponibile in fat- 
tori razionali, essa è il complesso di tante superficie di grado infe- 
riore a quello deH'equaziouc data, per quanti sono quei fattori. 
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160. li’equazionc d’una superficie del grado n™“ à, gencralmcnle 
parlando, la forma 

,3. ( «„4(a,3c+6,i/+c,s) ) 

I +(a,x*+6,i/--rC23’+2ti,i/c+2eiXj:+2/;xi/)+cc. ) 


0 vero simbolicamenle 

(4) «0 + «, +Mi + + U„ = 0, 

essendo, in generale, un polinomio omogeneo a Ire variabili del 
gr. m™”. Per conoscere il lolal numero di Icrmini deH’equazionc {3), 
osserveremo che ne contiene 1 , u, nc contiene 3, «j ne contie- 
ne C, cc. , c poiché i simboli w„ , m, , ec. sono n-f 1 , così il detto nu- 
mero di termini sarà la somma di n-f-1 termini della serie de’numeri 


triangolari 1, 3, 6, 10, cc. , cioè sarà 


(n+1) (n+2) (71+3) 
2.3 


,(C.A. 


u.” óGI ). Questo numero sarà pure quello dei coeflicienti della (3) ; 
ma comecliè si può sempre dividere queirequajione per uno qua- 
lunque de' suoi coeflicienti, così i coeflicienti veramente arbìtrarii 
sono uno di meno di quelli indicali dalla formola precedente ; si 
che indicandone con v il numero, avremo 

n(7i’+6n+t1) 

Co) V = ÌT-t; . 


Segue da ciò che per individuare una superficie del gr. ti'"® oc- 
corrono tante condizioni distinte per quante nc indica il precedente 
numero v ; c però se ogni condizione consiste nell’ assegnare un 
punto della superficie, occorreranno v punti. Cosi per individuare 
una superficie del 2° gr. converrà, in generale, darne 9 punti. 

161. Due equazioni simultanee rappresentano una curva nel- 
lo SPAZIO. — Da quanto ora è dimostrato conseguila che (essendo v 
il numero (S) ) per v— 1 punti vi passano infinite superficie del gr. 
Ti"’®: sieno 

(6) l/t = F,(x,y,z) = o , L’t = Fj(x,y,z)-o 

due qualunque di tali superficie, allora l'equazione 

0 ) U, + kUj = o, 

ove k è una costante arbitraria ò quella di tutte le superficie di 


«o . . , . n(ii*+Gn+11) . 

gr. Il”", che unno v-1 o sui — ^ l ptinlt comuni-, 

imperocché, qualunque sia k, la (7) é verificala dui complesso delle 
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due equazioni P,=o, P,=o, e però i v — 1 punti comuni a queste due 
superDcic sono comuni benanche a qualunque altra delle superll- 
eie ( 1 ) ; le quali, cora’è chiaro, son tutte del grado n"*” come le fun- 
zioni Vf D’altronde si può determinare la costante k nella (7) in 
modo, che la superfìcie passi per un altro punto, e coincida con una 
determinata tra tutte quelle che passano per i v -1 punti dati. Con- 
viene però notare, che questo nuovo punto non può essere alcuno di 
quelli che, oltre i v- 1 , possono avere di comune le due superflcic 
U, ,U,(*;, perchè allora, dovendo essere D,=o,f/j=o per questo punto, 
risulta k indeterminato. Pertanto la proposiziono enunziata è vera ; 
e le superDcie (7) ànno di comune tutti l'inQniti punti comuni a due 
qualunque di esse, alle U, , p. e. , che si ànno dalla stessa equa- 
zione (7), pe' valori di k—o , e k=<x> . Tutti questi punti costituiscono 
un luogo geometrico , il quale , evidentemente non può essere che 
una linea , in generale , storia ; e questa linea è rappresentata dal 
complesso delle due equazioni simultanee ( 6 ). 

162. Segue pure daciòche, comunque per determinare una super- 
flcic del gr. n™° occorrano v punti, essendo v il numero (5), pure se 
liiUi questi punti son dati, potrebbe la superficie rimanere indetermi- 
nata, quando tra' punti dati un solo ve ne fosse appartenente all'in- 
tersezione di tutte le superficie dello stesso grado, che passano per i 
v -1 punti rimasti. 

1G3. Supponiamo che le superficie D, e U, sieno del 2° gr. , e 
che la seconda sia il complesso di due piani P, , Pi ; questi taglie- 
ranno la superficie U, secondo due coniche, e ogn'allra superficie 
del 2 “ gr., la quale passa per le stesse coniche, sarà rappresentata 
dall'equazione 

Vi - /cP,Pt = 0 , 

e però se 7=0 è l'equazione d’una qualunque superficie di 2 ” gr. , 
la quale passa per le dette coniche, si potranno determinare il coef- 
ficiente le e un altro X, cosi che risulti identicamente 
D, — lcP,P, = Xip. 

Ora se de’ due piani P, , P, solo il primo sia dato, nel pro- 
dotto kP^Pt vi saranno quattro costanti arbitrarie , tre delle quali 
sono quelle dell’equazione Pj=o del piano non dato ; c l'equazione 
( 8 ) f/,-fcP,Pi=o, 

(*) Con la lettera in carattere tondo indichiamo ia superficie , c con la 
stessa lettera corsiva indichiamo il primo membro deil'equazionc di quella 
superficie. 
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con 4 costanli arbitrarie, sarà queila di qualunque superficie del 2° 
gr. , la quale passa per la conica (U, , P,). lu ratti, per determinare 
una conica abbisognano 5 punti, e però dire che la superficie di 2” 
gr. passa per la conica (U, , P,) è lo stesso che dire che passa per o 
punti qualunque presi su questa conica ; in questo modo avremo S 
condizioni ; ma per determinare la superficie ne occorrono fi, quin- 
di l'equazione di questa superficie conterrà tuttavia altri 4 coclficien- 
ti arbiirarii, quanti ne contiene appunto l'equazione 17,— àP,P,=o. 

Se per l’opposto si ànno due superficie qualunque del 2° gr. U, 
e ?, le quali passano per una stessa conica esistente in un dato pia- 
no P, , si potrà sempre determinare le 4 costanti che entrano nel 
prodotto lcP|Pi, e un’altra X in guisa che risulti identicamente 
P,-X? = tP,P,, 

con che resterà determinato l’altro piano Pj, e quindi il sistema di 
due piani P, , P^ , che passano per l’inlersczione comune delie due 
superficie U, e y ; ciò vuol dire che se due superficie di 2* gr. pas- 
sano per una stessa conica, si tagliano benanche in una secon- 
da conica. 

164. In generale ( n.* 161 ) le equazioni simultanee 
(6) U, = F,(x,y,z) = o, U, = F,(x,y,z) = o 

di due superficie qualunque rappresentano una linea, interse- 
zione di queste superficie ; perchè considerando simultaneamente 
dette equazioni, veniamo a considerare la serie de’ punti comuni 
alle due superficie U, e Uj, cioè la loro linea d’intersezione. 

163. Quando queste superficie sono algebriche, anche la curua(6) 
èalgebrica, e il suo grado è determinato dal numero de’punli 
in cui è incontrala da un piano, e quindi dal prodotto de' gradi 
delle due superficie, che determinano quella curva. In fatti suppo- 
niamo la F, del gr. 7»““ , e la F, del gr. n““ : uno stesso piano (P) 
taglierà la superficie U, secondo una curva del gr. m”®, e la U, se- 
condo una linea del gr. n“® (n.® 137) ; queste due curve s’incontre- 
ranno in mn punti, e questi punti, com’è chiaro, sono quelli in cui 
il piano (P) incontra la curva (U,, Uj). 

166. Da ciò segue, che se il grado dell’equazione è scomponibile 
in fattori, allora quell’equazione, in generale, rappresenterà diverse 
curve, tutte dello stesso grado, corrispondenti ciascuna a ciascuna 
delle diverse maniere secondo le quali si può scomporre il grado 
dell'equazione data : cosi se questo è il 12®, l'equazione rappresen- 
terà una curva del 12® gr. inlcrsezione di duo superficie, l’una del 6® 
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c l’allra del 2* gr. ; o pure una curva, anche del 12“ gr. , inlcrsc- 
xione d'una superBcìe del 4® con un'altra del 3® grado. 

idi. Una curva, il cui grado p è un numero primo, è piana ; 
imperocché quel grado non può scomporsi chene’soli fattori p ed 1, 
e però la curva non può essere che l inlersezionc d'una supcrOcie 
del p*"® gr. con un piano, quindi è una curva piana. 

1G8. Abbiamo veduto che le due equazioni (C), simultaneamente 
prese, rappresentano una curva nello spazio: ora se tra quelle equa- 
zioni s'elimina z, o y, o x si énno tre nuove equazioni 

(9) j/) = o, fi(x, ::) = o, h(y,z) = o, 

ciascuna delle quali rappresenta un cilindro ( n.° ISO ), che passa 
per la stessa linea ( U, , U, ), perchè, secondo il principio dell'eli- 
minazionc, i valori che soddisfanno una qualunque delle (9) soddi- 
sfanno pure le (6). 1 tre cilindri (9) son detti projellanli la curva 
(U, , U,) su i tre piani XY, XZ. YZ (n.® 1S3), e le tre curve 

z = o, <y = o, 4x = o, 

f, (x, y) = o , < f, (x, ~) = 0 , ) fj (y, z)-o 

sono le proiezioni della curva su' detti piani ; imperocché il primo 
cilindro (9) p. c. à i lati paralleli all'asse OZ, e questi lati incontra- 
no il piano XY ne' punti della prima curva (10), si che questa curva 
è il luogo delle projezioni de'punii della curva (U,, U,) sul pianoXY. 

1G9. Ciascuna delle equazioni (9) è conseguenza delle altre due; 
c poiché i cilindri da esse rappresentati passano per la curva (D,,!!,), 
cosi questa curva può benanche essere rappresen'ata da due qua- 
lunque delle equazioni (9). Questo risultamenio analitico, conside- 
rato geometricamente , indica che delle tre projezioni d'una curva 
nello spazio su tre piani diversi, due soltanto sono sufllcienli per 
determinare la curva nello spazio. Però è da notare che le due su- 
perficie U, , U, essendo rispettivamente del grado m”® ed la cur- 
va (U, , U,) è del grado p™®. essendo p—mn\ e ciascuno de'cilindri 
proiettami (9) è una superficie dello stesso grado i)“®; si che due 
di quei cilindri si taglieranno, in generale, secondo una linea del 
grado (p*r® . mentre la curva (U,, U,) è soltanto del grado p”®: ciò 
vuol dire che detti due cilindri, oltre di intersegarsi secondo questa 
curva, s'intcrscgheranno benanche secondo un'altra linea del grado 
p*— p. Pertanto volendo considerare i soli punti della curva (U, , Uj) 
e non altri, conviene ritenere tutte c tre le equazioni (9), perchè una 
di quelle equazioni è conseguenza delle altre due .solo rlspcllo ai 
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rntftUi comuni alle due supcr/Scte U, e U, ; e però la projezione dei 
punti estranei ali' inlersezionc di due cilindri, prodotta dal teno, 
sopra il terzo piano, sari diversa da quella della curva (U, , Uj). Per 
altro quando una curva è data per mezzo delle equazioni de'suoi ci- 
lindri proiettanti, o sia per mezzo delle sue proiezioni, potrà giun- 
gersi a trovare due equazioni F,=o, F^=o che la rappresentino nel 
modo più semplice. 

Ma, in generale, non è sempre vero che ciascuna curva nello 
spazio sia la intersezione completa di due sìiperficie ( Salmon, 
op. cit. p. 223). In fatti se si considerano due coni del 2" gr. , aventi 
un lato comune, allora, siccome rìntersezionc di due superficie di 2“ 
gr. è una curva del 4® gr. , così nel caso in discorso questa interse- 
zione, dovendo comprendere il lato comune ni due coni, deve inol- 
tre comprendere una curva del 3"gr. ; ora questa non può essere che 
piana (n.® 161), e nel caso attuale questa curva è storti ; imperocché 
se fosse piana, una retta condotta nel suo piano la incontrerebbe’ 
in 3 punti, e ciò non può essere nel nostro caso , perchè una retta 
non può incontrare alcuno de’ due coni che è del 2® gr. in più di 
due punti (n.® 138). Quindi una curva del 3" gr. nello spazio non 
può essere l'intersezione completa di due superficie di 2.® gr., a 
meno che non sìa piana. 

no. Tre equazioni simultanee rappresentano un dbtermi.na- 
To NUMERO DI PUNTI NELLO SPAZIO. - Consideriamo finalmente tre 
superficie O,=o, l/,=o, Dj=o ; resistenza simultanea di queste tre 
superficie non può dare, in generale, che un determinato 
numero dì punti. Infatti, supposte algebriche quelle superfi- 
cie, una del gr. m“®, l’alira del gr. n“®, e la terza del gr. p™®, le 
tre predette equazioni saranno, in generale, verificate da mnp si- 
stemi di valori (a;, y, z,), (x, y, z,), ec. (C. A. n.® 367), e però le 
tre superficie avranno altrettanti punti comuni , o sìa il complesso 
delle tre equazioni ( lf,=o , Vi=o , V^=o ) rappresenta , in generale 
mnp punti nello spazio. 

171. Posto ciò possiamo dimostrare la proposizione seguente : 
Se sono dati v— 2 punti comuni ad un sistema di superficie di 
gr. n“®, essendo v il numero (5), restano determinali ancora altri 
n*-v-|-2 punti comuni. Imperocché sicno V,=o, P,= o, f/j=o tre 
qualunque superficie del sistema , le quali passino per v-2 punti ; 
allora l'equazione l/,-f/il/,+fcP 3 =o può rappresentare una qualunque 
superficie del sistema, perchè è del grado n”®, e si potranno deter- 
minare ìehek ìtt guisa che la snperficie passi per altri due punti. 

Rubini. Geometria Analitica 10 
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e coincida con una individuala superflcie S dello slesso sislema ; ma 
poiché la precederne equazione è verificala dal complesso delle Ire 
[T,=o, Vi—o, {/j— 0 , cosi la superficie S passerà pe* punii comuni a 
queslc Ire superflcie, i quali sono n^, e però, olire v— 2 punti dati, 
ne reslaiio assegnali allri n* — (v-2), o sia n’ — v+2. 

112. Nel caso parlicolare delle superficie di 2" gr. v = 9 , e però 
dati scile punti comuni a un sistema di superficie di 2“ gr. nè 
dato anche un oliavo ; d'onde segue che gli 8 punii necessarii per 
delerminare la linea d'inlersezioned'un sislema di superficie di 2° gr. 
non sieno lalvolia suilicienli, perchè polrebbe slare che uno di essi 
fosse conseguenza dei rimanenli 1. 

113. Si chiama cenlro, d'una superficie quel punlo tale, che 
ogni corda per esso condotta nella superflcie vi resta divisa per 
mela ; quindi se pel centro si conducono tre piani coordinali ai quali 
si riferisce la superflcie, e si dinotano con x, y. z le coordinale d'un 
estremo d’una corda qualunque menata pel cenlro , saranno — x , 
— y,—z quelle dell’altro, e però questi due punti stando sulla su- 
perficie, l’equazione di questa superficie dev’esscr verificata da cia- 
scuno de’ due sistemi {x.y, z) e (- x, — y , — z). Quando la su- 
perficie è algebrica , l’indicata condizione non può verificarsi se la 
forma dell’equazione della superflcie non è tale che, se è di grado 
pari, ciascun termine sia di grado pari ; e se è di grado impari 
ciascun termine sia di grado impari, e in questo caso V equa- 
zione deve mancare del termine nolo (n.® 531, p. p.). Quindi, 
se con la trasformazione delle eoordinale una data equazione può es- 
sere ridotta a una di queste forme, la nuova origine sarà cenlro del- 
la superficie da qucU’equazione rappresentala. E poiché la proposi- 
zione inversa della precedente é pur vera, cosi ne segue che se una 
superficie ammette cenlro, la sua equazione devesi ridurre a una di 
quelle forme. 

114. Inoltre sa l’equazione d’una superflcie é tale, che una delle 
sue coordinale, poniamo la z, é di grado pari in ciascun termine ove 
si trova, allora, comechè per ogni sistema di valori x, y i valori di 
z risultano a due a due uguali e di segno contrario , cosi ne segue 
che in lai caso ogni corda parallela all’asse delle z é bisegata dal 
piano XY, il quale perciò prende il nome di piano diametrale 
della superflcie, coniugato di quest’asse, come ogn’al Irò piano 
che divide per metà il sistema di corde parallele a una direzio- 
ne datasi dice coniugato di questo sistema di corde, o di que- 
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Sta direzione. Quella di queste corde che passa pel centro si chiama 
diametro coniugato di quel piano. 

Quindi se l’equazione d'una superficie à la forma 

(11) Ax*+Bi/*+Cz*+L= 0 , 

ciascuno de’ piani coordinati è diametrale coniugato del terzo asse, 
o sia dell’intersezione degli altri due. Tre piani di questa natura si 
dicono diametrali coniugali, e le tre intersezioni di colesti 
piani a due a due si chiamano diametri coniugati. 

Allorché i piani diametrali sono tra loro perpendicolari, prendono 
il nome di piani diametrali principali, o semplicemente piani 
principali, eie loro intersezioni, o sia i diametri, si chiamano 
assi. 


ART. II. 

Del Modo ili Iroviire l’eqaaiiaiie a'nea suiterflHe ; 
e reelproeanente eonie Inveallifare il luoiro d’una data equazloue. 

115. Le due prime questioni che ci possiamo proporre nell’ ana- 
lisi a tre coordinate sono, come in quella a due, le seguenti : 1** tro 
Tare l’equazione d’una superficie, o quelle d’una curva, conoscendo- 
ne la generazione; 2" data l’equazione d’una superficie, o quelle d’una 
curva nello spazio, costruire la superficie, o la curva : per ora ci li- 
miteremo alle superficie, trattando alcuni esempi, e facendo uso di 
coordinale di projezione. 

116. Probleha. — Trovare il luogo delpunto chesi muove nel- 
lo spazio serbando sempre la stessa dUtanza da un punto dato ; 
0 sia trovare l'equazione della superficie sferica. 

Supponiamo gli assi ortogonali ; sia (x^ Vo z») >1 punto dato (cen- 
tro della sfera), e (xyz) il punto mobile, o sia un punto qualunque 
della superficie sferica ; dinotando con r la distanza costante fra 
delti punti e il centro, avremo per equazione richiesta 

(1) (a5-a:„)* + (g-y„Y -t- (z-z^y = r^,o pure 

( 2) + 2 * - 2 XoX - 2 y„y - 2 = 7-> - (xj ) . 

Se l’origine è lo stesso centro l’equazione della sfera sarà sem- 
plicemente 

(3) x’+y*iz*-r*. 
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117. Se il raggio r è infinilamentc piccolo, la sfera si riduce al. 
suo centro ; sì che l'una o lallra delle due equazioni 

(x-a;„)= + (y-Vo)* + = 0 , 

X* + y* + r* = 0 , 

rappresenta una sfera infinitamente piccola, o vero un pun- 
to, che sarà il punto (Xo Vo zj) secondo la prima equazione, e lo- 
rìgine delle coordinate secondo l'altra. 

178. Problema. — Trovare il luogo di quél punto, le cui di- 
sianze da due rette che non s’iueontrano son eguali. 

Si prenda per asse OX la più corta distanza Ira le rette date (Sal- 
MON ; op. cil. n.” 117) ; per origine il punto di mezzo di questa di- 
stanza ; e gli altri due assi OY, OZ, ortogonali col primo sieno le 
hi.segantì i due angoli adiacenti delle due projezioni sul piano YZ, 
il quale seenndo questa costruzione sarà parallelo alle rette date. In 
questo modo le equazioni di queste due rette saranno 

I = p , )) = 6? ; 5 = - p , )) = - òi; ; 


quindi se (xi/z) è il punto mobile in una posizione qualunque, le sue 
distanze da queste rette saranno (35, 83) 


(x-p)* + if + z^ 


(^+byy 

1 + 6 » ’ 


(x+p)* + y* + z* 


( 2 -by) 

l-t-6» 


e perciò per condizione del problema sarà 


(x-p)’ - 


(z (-6 ;/)* 
1-1-6’ 


= (x+pY - 


(s-by)* 

1 - 1 - 6 » 


0 vero 


(4) p (1-1-6») x+6yz = o ; 

onde il luogo dimandato è una superflcie di 2** grado. 

119. PROBLEMA.-Dalc due rette che non s incontrano e un pia- 
no, trovare il luogo de’ punti, che dividono nella ragione p:v le 
parallele al piano, comprese fra lo rette date. 

Si prenda, come nel prob. prec., per piano YZ il parallelo alle ret- 
te date, condotto pel punto medio della loro più corta distanza ; e il 
piano XY sia parallelo al dato. Le equazioni delle due rette date sa- 
ranno 


5 = p , )j = 6? h q ; 5 = - p , >1 = 6 'ì; -f- q'. 

Ora dinotando con x, y, z le coordinate d'un punto qualunque del 
luogo corcato, ò chiaro che se per esso conduciamo un piano paral- 
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telo al dato, esso avrà per equazione (=z, e incontrerà le due rette 
daie rispettivamente ne’ punti (p, bz + q , z), (- p, b'z + q', z) , 
i quali congiunti tra loro dànno una delle parallele al dato piano, 
sulla quale sta il punto (xyz), che deve dividere la distanza tra’ due 
punti precedenti nella ragione : v, e però dev'essere (9, 41) 

, (lM-v)x = tii.-v)p , 

(5) j (ii+v) y = (òiH-ò'v) z + |ig+vq' , 

t (|X+V)Z=(JI+V)Z, 

e queste sono le equazioni del luogo cercato, delle quali sono suffi- 
cienti le prime due, essendo che la terza è un'identità ; pertanto il 
luogo cercato è una retta, che à per equazioni le due prime (3). 

180. Se i punti del luogo devono essere i medi! delle parallele al 
piano, comprese fra le rette date, dev’essere ia=v ; si che in questo 
caso il luogo cercato sarà la retta 

x-o, 2y- (ò'+ò ') z + q + q'. 

181. Problema. — Una retta passa costantemente per un dato 
punto, e incontra due piani dati di posizione ; trovare il luogo 
dei punti di mezzo delle porzioni di essa retta comprese tra detti 
piani. 

Si prendano pei piani YZ, XZ i due piani dati, e sia (x, y„ Zo) ii 
punto dato ; la retta che passa per questo punto in una sua posizio- 
ne qualunque avrà per equazioni 

x-x. = a(z-Zo), i/-2/o = b(z-Zo), 
e incontrerà i piani YZ, XZ rispettivamente ne' punti 


X = 0 , 


y = yo + b(z-z„), 


z = - 


05 


x = Xo + a(z-z„), y = o, z = ^"L-^ , 

c però le coordinate del punto di mezzo fra questi due saranno 
se = f [®o+a (z-Zo) 1 , y = i [y„+b (z-z.) 1 , 

Ora per avere l’equazione dei chiesto luogo, bisogna eliminare le co- 
stanti a e b fra queste equazioni ; il che facilmente s’ollienc prcn- 
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dcndo il valore di a dalla prima, quello di b dalla seconda, c sosti- 
tuendo entrambi nella terza, il che dà 


2{2x-x„)(iy-ij„)z-{2y- y„) x-x„){z- x„){y-y„)(z-z„y, 

ma quest'equazione si riduce al 2° gr. , quindi il luogo cercato è una 
superficie del 2" grado. 

182. Problema. — Trovare il luogo della retta die s'appoggia 
sopra una conica, e passa continuamente pei- un putito posto 
sulla perpendicolare al piano della conica, condotta pel centro. 

Si prenda per asse OZ l’indicata perpendicolare, e gli assi OX, OY 
siciio paralleli rispeltivamenle ai due assi 2u, 26 della conica ; c li- 
lialmente rorigiiie 0 sia il punto dato. Dinotando con c la distanza 
del centro della conica daU'origine, c con m, n duo costanti saranno 


( 6 ) 


; = c, 


^4.1/1 

a* 6» ■ 


1 = 0 , 


le equazioni della conica, e 

(7) y = mx, z = nx, 

quelle della retta, la quale, secondo queste equazioni passa sempre 
pel punto dato (l’origine) qualunque sieno m ed n; c per indicare che 
s’appoggia costantementcsullacurva (6) bisogna esprimere che le (6) 
e (7) unno luogo simultaneamente qualunque sieno x, y, z. Ora la 

seconda (7) in virtù della prima (6) dà a; = — , e sostituendo nella 

seconda (6) questo valore e quello di y della prima (7 ), s’otticnc 

c’ c*m* , 

, , + , , — 1 — 0 . 
o*n* 


Quest’equazione ò la condizione perchè la retta (mn) s’appoggi sulla 
conica (C) : onde per avere l’equazione del luogo cercato, bisognerà 
eliminare m ed n tra questa equazione e le (6; ; il clic dà 


( 8 ) 




c* 


= 0 . 


Pertanto il luogo cercato è una superlìcic del 2** grado ; c propria- 
mente è una superficie conica (n.’ 151). 

183, In generale una superficie generala danna reltachc si muo- 
ve secondo una certa legge, si dice rigala; cd è sviluppabile. 
0 storta, secondo che si può svolgere e distendere in un piano, 
senza pieghe o fratture, o pur no Così chiaramente si vede che un 
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T glio di caria avvolto intorno ad una colonnetta prende la forma ci- 
lindrica della colonna, e quindi si può novellamente spiegare in un 
piano senza frangersi, nè presentar piegature. Ha non avviene più lo 
stesso se il foglio vogliasi avvolgere sopra una sfera, e prendere la 
forma della superGcie sferica; quindi la superficie cilindrica è svi- 
luppabile, e quella della sfera no. , 

181. Osserviamo intanto che le equazioni 

(9) x = az+p, y = bz + q 

d'una retta contengono quattro costanti a, p, b, q, e se queste son 
date s'è una retta determinata nello spazio ; si che è d’uopo che una 
almeno di quelle costanti rimanga arbitraria, perchè la retta possa 
avere nello spazio diverse posizioni, il cui insieme costituisca una 
superficie, o luogo di quella retta. Anzi perchè s'abbia una superfi- 
cie, occorrono tre condizioni distinte, nè meno , fra le quattro co- 
stanti a, b, p, q ; imperocché queste tre condizioni e le due equa- 
zioni (9) formano un sistema di cinque equazioni, che devono aver 
luogo tra le dette costanti, le quali eliminate conducono a un'equa- 
zione 9 (®, y, z)=o, rappresentante una superficie. Se le condizioni 
fossero meno di tre, non potrebhesi avere una sola equazione in xyz; 
ma se ne avrebbero, in generale, due o anche tre, e il luogo sarebbe 
una curva o un punto. 

185. Segue da ciò, che per avere una superficie d,il molo d'una 
retta, è suITlcionle che la retta s’ appoggi a tre lince date (A), (6), 
(C) ; in fatti perchè la retta (9) s’appoggi sulla linea (A) è d'uopo 
che le due equazioni di questa linea è le (9) abbiano simultanea- 
mente luogo fra le tre variabili x, y. z, il che dà luogo a un'equa- 
zione (£,) fra le quattro indeterminate a, b, p, q. Similmente rispetto 
alle altre due curve (B), (C) avremo altre due equazioni (Ej), (Ej) 
fra le stesse indeterminate. Ora le tre equazioni (E,), (Ej), (£,) e 
le due (6) della retta dovendo aver luogo per gli stessi valori di 
a, b, p, q, ne segue che eliminando queste indeterminate fra dette 
cinque equazioni, s’avrà un’equazione <?(x,y z)—o appartenente a 
una superficie. 

'Le tre linee (A), (B), (C) sono le direVrici, e la retta (9) è la ge- 
neratrice della superficie. E giova notare che una di queste diret- 
trici può ridursi a un punto, ma allora non occorrerà che un'allra 
sola direttrice ; imperocché le equazioni della retta saranno della 
forma 

x-x„ = n (z-z„) , y-y„ = b (z-z„ì ; 
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le indetemiìnatc da eliminare saranno sollanto due a c b, e le equa- 
zioni tra queste indeterminate saranno le due precedenti, e quella che 
esprìme la condizione perché quella retta s’appoggi sulla direttrice 
curvilinea unica. L’esempio del n.® 182 è una conferma di questa 
proposizione. 

186. Passiamo ora a trattare la seconda questione, ove occorre 
d'indagare la forma della Buperficie rappresentala da una data 
equazione ; e supponiamo che si tratti dcU’equazione 

riferita ai tre assi ortogonali OX, OY, OZ. 

Il mezzo più acconcio per conoscere la 
forma della superficie rappresentata da un'e- 
quazione è quello di supporre la superficie 
tagliala da una serie di piani paralleli, in di- 
verso direzioni, e vedere quali linee d'inter- 
sezione questi piani producono nella superfi- 
cie : d'ordinario ciascuna serie di piani se- 
ganti è parallela a uno de' piani coordinali. 
Pertanto ritenendo i segni de’coeillcieDli qua- 
li si veggono nell equazione (9), supponiamo 
la superficie di quell' equazione tagliala da 
una serie di piani paralleli al coordinalo XY, ponendo z~h , ove 
h è una costante qualunque, c avremo 





(IO) 


03* y* h* 


quest’equazione è propriamen le la proiezione deU'intersczione del 
piano z-h sul coordinato XY ; ma poiché questi piani sono paral- 
leli, cosi l'equazione (10) è pur quella della stessa curva nel piano 
z=h, e riferita a due assi paralleli ai due OX, OY. Ora, qualunque 
sia h, la (IO) rappresenta un’ellisse, che si riduce a un’ellisse infini- 
tamente piccola, cioè al punto 0, quando h=o; e diviene un'ellisse, 
che à per semiassi a e b, quando h=c ; inoltre le ellissi che si anno 
pe’ diversi valori di h sono simili , perché anno gli assi proponio- 
nali. Pertanto, supposto h positivo, se si taglia OC = h, e per C si 
conduce un piano parallelo al coordinato XY ; indi in quel piano si 
descrive un'ellisse col centro C, col suo asse maggiore AA'=2o pa- 
rallelo all'asse OX, e con l'asse minore BB'=2b parallelo all'asse OY, 
quell'ellisse starà sulla superficie cercata. 
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Per costruire le altre ellissi parallele alla precedente e corrispon- 
denti ai piani z=h' , z-h" , ec. osserviamo che, secondo l’equazio- 

h' h" 

ni (10), i semiassi maggiori di queste ellissi sono — o, — a, ec. , 

c c 


, h\ h" 

e cosi pure i semiassi minori sono — o, — ^ 6, ec. Ora, se tagliasi 

c c 

la superficie col piano XZ , la sezione, che si à ponendo nella (8) 
2 /=o, è X = ± — a, cioè è il sistema di due rette egualmente incli- 


nate all’asse OZ una delle quali passa per A, l'altra per A', perchè 
posto z=c=OC, si à afc^a^CA, e le ordinale x della OA, corrispon- 

h' h" 

denti ai valori z=h’, z=h", ec. sono — a, — a, ec. cioè sono i 

c c 


semiassi maggiori delle surriferite ellissi. Similmente tagliando la 
superficie col piano YZ si è per sezione il sistema delle due rette 
06, 06' , e le ordinale d'una qualunque di esse sono ,i corrispon- 
denti semiassi minori di dette ellisse. Laonde, costruite una volta le 
due rette OA, 06, se per un punto qualunque c dell’asse OZ si con- 
ducono le ca parallela ad OX, e cb parallela ad OY saranno ca e cb i 
semiassi dell’ellisse secondo la quale vien tagliata la chiesta super- 
ficie dal piano condotto per c parallelamente al piano XY : cosi po- 
iransi avere gli assi e costruire le corrispondenti diverse ellissi in 
discorso, e si à una superficie che, partendo dal punto 0, ov’è nulla, 
ed elevandosi al di sopra del piano XY, si va sempre più allargando , 
e si estende all’infinito, poiché non vi è limite pe’ valori di z. 
Questa superficie è, come suol dirsi, una foglia della superficie 
cercata ; perchè per valori negativi di z si à un' altra identica foglia 
al di sotto dello stesso piano XY, e in senso opposto. 

Da quest'analisi risulta che la superficie cercata si può intendere 
generata da un’ellisse ABB'A' che muovesi parallelamente al pia- 
no XY, in modo, che il suo centro scorre sull’asse Z'Z, ed essa va 
cambiando di forma, mentre che i suoi vertici scorrono sulle 
rette OA , OB indefinitamente prolungate dall’ima e dalf altra 
parte del punto 0. Cosi la superficie in discorso, che, secondo l’e- 
nunziato nel n.** 182, aveva per generatrice la retta OA, costante di 
forma, e per direttrice l’ellisse A66'A' , ora vediamo che può avere 
per generairice quest’ellisse variabile nella forma, e per direttrici 
le tre rette OA, 06, OZ. 
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187. Problema. — Trovare il luogo dell'equazione 
(il) c’(x*+y*) + aV = a’c*, 

rispello a tre assi ortogonali OX, OY, OZ. 

In primo luogo vediamo elio il luogo cercalo è una superficie, che 
à un centro ed è l’origine 0 In." 17:i) : inoltre i tre piani coordinali 
sono tre piani diametrali coniugali della su- 
perficie cercala ( n.® 174 ). Posto ciò, s' in- 
tenda questa superficie tagliala con piani 
paralleli al coordinato XY, ponendo z—'( , 
z^', ec. ; le corrispondenli sezioni saran- 
no date dalle seguenti coppie di equazioni ; 

/ z~y , c* (x*+!y*) = a* (c*-f ) , 
(12) 1 z=y' , c* (xHj/’) = o* (c*-y'*) , 

' ec. cc. ; 

e poichò le seconde equazioni di ciascuna 
coppia rappresentano cilindri retti a base 
circolare, eoi lati paralleli all’ asse OZ (n.® 
ISO), eia sezione del piano col cilindro 
corrispondente è per conseguenza un circolo, così la superficie ri- 
chiesta è tale, che ogni piano parallelo al coordinalo XY la taglia 
secondo un circolo. Consideriamo uno qualunque di questi circoli, 
e sia quello rappresentalo dalle equazioni 

z = h, c’ (x’+j/*) = a’ (c*-/i’) , 

e sia h=0G ; il centro di questo circolo sarà quindi il punto G, in 

CUI il piano z=h incontra l asse OZ, e avrà per raggio — vc^-h-. 

Da ciò si vede che questo raggio è massimo quando h=o, cioè quan- 
do il piano segante è lo stesso coordinalo XY ; indi va coniinuamenlc 
diminuendo a mano a mano che h ingrandisce in valore assoluto, 
cioè a mano a mano che il piano segante z-h s’allontana dal piano 
XY ; e finalmente il dello raggio è nullo, e quindi il circolo sf ridu- 
ce a un punto, quando h^c. Per valori di h maggiori di c il circolo 
risulta immaginario. Pertanto se 00=00 —c, saranno C, C' due punti 
della superficie cercala, ne' quali vanno a ridursi le sezioni de’ piani 
seganti la superficie c paralleli al piano XY, che produce il massimo 
circolo ABA'B' : oltre i punii C, C' non vi è più superficie, e il luo- 
go geometrico cercato à la forma chiusa rappresentala dalla figura. 

188. Posto nella (11) y-o risulta c*xH«V=oV, il che dimo- 
stra che il piano XZ taglia la superficie in discorso secondo un’ellis- 
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se ACA'C' di assi 2o=AA' e 2c=CC', e col eenlro in 0 ; e poiché la 


d f 

precedcnlc equazione per s=:/i dà cc= — ve* — A*, cosi si vede 


che le sezioni circolari del n.“prec.ànno per raggi leordinaleGH, ec. 
dell'indicala ellisse ; quindi si conchiude che la stessa superGde in 
disamina può intendersi generata da un circolo variabile di forma, 
il cui centro scorre sull'asse ZZ', il suo piano si muove paralle- 
lamente a sé stesso, c la sua circonferenza, per gli estremi d'un 
diametro, s'appoggia sul perimetro dell'ellisse ACA'C ; per modo 
che questa curva dirige il moto del circolo variabile di posizione e di 
grandezza , mentre questo genera la superficie. 

189. É chiaro inoltre che se l’ellisse ACA'C' si fa ruotare intorno 
all’asse Z'Z il suo punto li descrive il circolo di raggio GII, cioè il 
circolo generatore della superGcie , quando nel suo moto, come è 
detto nel n.” prec., si trova nella posizione GII. Altrettanto à luogo 
per ogni punto deli’ellisse ; si che la superficie trovata, luogo del- 
l’equazione (11) può pure intendersi generata dalla curva ACA'C 
mentre il suo piano ruota intorno all' asse fisso AA'. 

Or una superficie generata in questo modo da una curva piana o 
storta, che ruota intorno a un asse immobile, si dice di rotazione. 
Secondo questa definizione la sezione prodotta da un qualunque 
piano perpendicolare all'asse è un circolo : se fra i diversi circoli 
prodotti da sì fatti piani paralleli ve n’à uno che sia massimo, que- 
sto prende il nome di equatore della superficie ; e se ve n’à uno 
minimo, questo si chiama circolo di gola: ogn’altro circolo si 
dice parallelo. Le sezioni prodotte da' piani condotti per l'asse 
sono curve identiche ; imperocché, com’è chiaro, esse sono le va- 
rie posizioni che prende una qualunque di esse quando si fa ruotarla 
intorno all’asse : ciascuna di queste sezioni s'addimanda meridia- 
na, e meridiano si dice il piano che la contiene. 


CAPITOLO II. 

DEL CBNTRO B DB’ PIANI DIAMETRALI NELLE SUPERFICIE DI 2° GRADO. 

ART. I. 

Del centro. 

190. L’equazione generale delle superficie di 2° gr. ù la forma 
(E) Ax'‘+By*+Cz*+ÌDyz+2Exz+iFxy+2Gx+Wii+‘'Hz+K-o . 
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la quale può sempre rendersi omogenea introducendo un'unità ar- 
bitraria w, e però, per avere risuitamenti più simmetrici, la rappre- 
senteremo talvolta cosi : 


{E')Ax‘+By*+Cz*+2(pyz+Exz+Fxy)+ì(Gx+By+Iz)w+Kv!‘*=o, 

e in ogni caso volendosi riferire alla (E) basterà porre in (E') w=l. 

191. Se la superficie (E) ammetto un centro (x„ y„ z„), allora ogni 
corda condotta per questo punto nella superficie deve rimanervi bi> 
segala (n.° 113). Dinotiamo quindi con (Imn) una direzione quale 
che siesi, e la retta che à questa direzione, e che passa pel punto 
(x, 2 /o Zo) avrà per equazioni 


( 1 ) 


l m n 


essendo p la distanza dal punto (xoi/a^o) 3 punto qualunque (xi/z) 
della superficie : laonde i valori x, y, z tratti dalle (1) devono sod- 
disfare l'equazione (E), e però sostituendoli in quell'equazione si à 
l'equazione quadrata 


(2) Sp* -t- 2 Tp + Io = 0 , ove 

Cn*-|-2Dmn-l-2Eln-l-2FJm , 
7={Axo+Fyo+EZo+G)l+{Fxo+Byo+Dzo+n)m 
+(Ex„+Dyo+Cz„-\-I}n, 

L = Axl +Byl + Cz\ +2{DyoZo+ExoZo+Fx„y„) 
+2{Gxo+Hy„+Iz„)+K , 

0 vero, dinotando con f (x, y, z) il primo membro della (E), è 
(4) 2’=jr,oo+”*fv„ + ”f'z,. (5)I = f(Xo,l/,,Zo). 

Ora, perchè (x„ Vo Zo) sia centro è necessario e sufficiente che i va- 
lori di p dati dalla (2) sieno eguali e contrarii (n. cit.), per qualun- 
que direzione (Imn), il che richiede primamente che sia T=o, e in 
secondo luogo che sia 

r Ax„ + Fyo + EZa+G=o, 

(6) ) FXo + Byo + Dz^ + n = o, 

{ Ex„ + ny,+ Cz„+ 1 = 0 ] 

le quali equazioni, che son quelle di tre piani, serviranno a deter- 
minare il centro. 

Posto ciò, r, come sappiamo, se il determinante 


( 1 ) 


P = 


AFE 
F B D 
ED C 


ABC+2DEF-AD*-BE*-CF* 
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è diverso da zero, i tre piani (6) s’incontrano in un punto unico as- 
segnabile (n.° t35), e la superficie (E) avrà im solo centro a di- 
stanza finita. 2“ Se P—o, senza che sia nuUo alcuno de’ numera- 
tori P, , P, , P, , che s’ottengono quando la 1* , o la 2* , o la 3* ver- 
ticale di P si rimpiazza con la linea de’ termini noti G, II, I presi 
coi segni mutati, i tre piani (6) s’incontreranno all’inflnito, e quindi 
la superficie non ammeterà, geometricamente, centro, o 
pure ammetterà, algebricamente, un sol centro aU'infinilo. 
3® Se P=o, ed è anche nullo alcuno de' numeratori P, , P, , P3, i 
tre piani 0 s’incontreranno secondo una retta a distanza finita, 0 in- 
finita, 0 pure coincideranno in un piano unico (n.° cit.), quindi la 
superficie (E) 0 ammetterà una retta di centri (asse della 
superficie ) o distanza finita 0 infinita ; 0 pure ammetterà un 
piano di centri. 

192. Ora, quando vi è una retta di centri, la superficie (E) è 
un cilindro, il quale sarà a base ellittica 0 iperbolica, se la retta 
de’ centri cade a distanza finità ; e sarà a base parabolica, se 
questa retta cade all'infinito. In fatti , in primo luogo la (E) può 
mettersi sotto la forma seguente : 

1 (Ax-t-Fy+Ez-i-G)x+(f'x+By+Dz+n)y . _ 

I -t- (Ex-i-Dy-t-Cz-hl ) z-fGx -\-Hy-t-Iz -t-K ( “ 

indi, perchè i tre piani (6) s’incontrassero in una retta a distanza 
finita, dev’essere 

<») T = T = -F = ¥-<"-’'“'’'>i 

ricavando da queste uguaglianze i valori di A, E, G in funzione 
F 

di , e sostituendoli nella (8) , e quindi aggiungendo e togliendo 
B 

(Dz-t-H)* , si potrà dare a quell'equazione la forma seguente : 

(10) (Fx+By+Dz+H)* + (BC-D*) z*-f2 {BI-DH) z-tBK-H* = 0 , 
e messo 

( 11 ) Fx+By+Dz+H-M , ne risulta 

(12) (BC-D»)z»-l-2(BJ-Dfl) z+BK-IP+M^ = 0 ; 

quindi si vede che la superficie (10) è tagliata dal piano (11) secon- 
do quelle stesse linee secondo le quali lo stesso piano taglia la su- 
perficie (12), che rappresenta due piani paralleli al coordinato XY; 
ma queste intersezioni sono due rette parallele allo stesso piano XY, 
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quindi la superficie (10) è tagliata dal piano (11) secondo due rette. 
Ora il piano (11) è parallelo al piano 

Fx + By + Dz-\-n = o, 

che è quello nel quale coincidono i due primi piani (6), quindi la 
superficie è un sistema di rette parallele al piano XY, cioè è il luo* 
go d'una retta, che si muove parallelamente a sè stessa, cioè è, tn 
generale, un cilindro. Inoltre, tagliando la superficie con un piano 
perpendicolare alla retta de’ centri, la sezione sarà una conica: or se 
questa retta cade a distanza finita, anche il centro cadrà a distanza 
finita e la conica sarà un'ellisse o un'iperhola ; e se quella retta ca- 
do all’ infinito, anche il centro starà all’infinito, e la conica sarà una 
parabola, c. b. d. 

193. Giova notare che i due piani 

Fx+Bij+Dz+H=o , Ex+Dy+Cz+I=Q , 

son quelli che determinano la retta de’ centri : ora moltiplicando la 
seconda equazione per H , c la prima per D , sottraendo o osser- 
vando che in virtù delle (9) BE=FD, no risulta 
(BC-D*)z + BI-DH = o, 

e però i precedenti piani si tagliano secondo la retta secondo la qua- 
le si taglia uno di essi c quest’ultimo, che è parallelo al piano XY ; 
cioè l’intcrseziono di detti piani, o sia la retta de’ centri è parallela 
al piano XY, e quindi alla generatrice del cilindro. 

194. Quando la retta de' centri passa all’infinito i tre piani (6) sono 
tra loro paralleli, e si à 

(13) 4 : F : : B : D: : D : C (n.“ 19, 133) ; 

dalle quali si trae 


(14) 


_EF ji_DF f,_OE 
~ D ' E ' F ’ 


e mercè questi valori la (E) prende la forma 

(15) DEF(^^+^+yy+ì{Gx+Hy+Iz)+K=o; 

ora combinando quest’equazione con l'altra 


(16) 

(17) Gx+Hy+Iz+\{DEFh*+K)=o , 
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c quindi conseguo che la superflcie (15) è tagliata dai piani (1G) , 
che son paralleli al piano 


X y 



secondo rette parallele a quella che à per equazioni 


(18) = Gx+By+Iz = o, 


quindi la (15) è un cilindro la cui generatrice è parallela a questa 
retla. E poiché qualunque piano perpendicolare a questa retta deve 
tagliare la superfìcie secondo una conica, che à il suo centro all'in- 
iinito, questa conica non può essere altrimenti che la parabola, e 
ricadiamo cosi nel secondo caso della proposizione precedente. 

195. Giova osservare che se le (18) si riducono a una sola equa- 
zione, il che à luogo so 

(19) DG = EII=FI, 

la (15) riducesi all'equazione di due piani paralleli. 

196. Finalmente quando la superficie (E) ammette un piano di 
centri, è un sistema di piani paralleli. In fatti in questo caso de- 
vono aver luogo le seguenti relazioni : 


A-Z.-A 

G~ U~ I ’ 


L-E.-R. 

G~ U~ I ’ 





dalle quali si cavano le cinque uguaglianze essenzialmente distinte 
AD=EF, BE=DF, CF=DE, DG=EH=FI , 
che sono le stesse (14) e (19), e però è vero ciò che si ò asserito. 

È buono osservare che le (U) possono essere rimpiazzale dalle 
seguenti : 

(20) zlB-F» = 0 , AC-E* = o , BC-B» = o , 
che da quelle si traggono. 

197. In conclusione, se s'esclude il piano, le superflcie di 2° gr. 
in ordine ai centri, possono essere distribuite in tre classi, 1® super- 
ficie a centro unico ; 2® superficie senza centro ( o sia col centro 
airinfìnito ) ; 3® superflcie cilindriche, la cui base è una conica. 

198. Il leruiinc L dell'equazione (2) può prendere una forma 
molto semplice ; perchè moltiplicando le (6) rispettivamente per 
ac,, I/o ! 2o, sommando i risullamcnli, e togliendo la somma dall’e- 
spressione di L , che è la terza (3) si è 

(21) L = Gx, + Hj/o + ’T 
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Inoltre dalle (6) si trae 

a:„ = P, : P , yo = P%'P, ^„ = Pj : P , essendo 


( 22 ) 


P = 


AFE 
F B D 
E D C 


e P, , P, , Pj questo stesso determinante quando la 1*, 2*, o 3* ver- 
ticale si rimpiazza rispettivamente con la serie — G, — II, — /; quin- 
di formando questi determinanti , sostituendo nella (21) invece di 
< I/o > i valori che ne risultano, e ponendo 


(23) 


A = 


A F E G 
F B D U 
E D C I 
GHIE 


D^G^+E*IF+F*F-2 DEGn-2DFGI-2. EFHI+ABCK+ADHI+'IBEGI 


■^-ÌCFGH+ÌDEFK-ABP-ACIF-BCG^-AKIfl-BKE^—CKF-, 

A ^ 

s Ottiene (24) ^~~p • 


199. Il determinante A è il dùcrimtnanle dell'equazione propo- 
sta (E) ; in fatti per formare un tale descriminante bisognerà (C. A. 
n.” 388) prendere le derivate parziali dell'equazioue (E'), rispetto a 
X, y, z, w, e si ànno le quattro equazioni omogeneo 

Acc-l-Fi/+Ez-l-Gw>=o , Fx+By+Dz+IIw=o , 
Ex-i-Dy+Cz + Iw=o , Cx +IIy+Iz +Kw—o , 

quindi si dovrà eliminare x, y, z. w,esi ò appunto A=o. Similmente 
P è il discriminante della somma de'termini a2°gr. nella(E);quindi 
AeP sono due invarianti (C. A, n.° 4il>), i quali perciò non mutano 
con la trasformazione delle coordinate rettangolari (C. A, n.” 439), 
perchè questa trasformazione è una sostituzione ortogonale. 

200. Se L=r(mo, J/o- "o)=o> •• centro (x„i/„Zo) è un punto del- 
la superQcie. Supponiamo che questo sia il caso, e trasportiamo gli 
assi delle coordinate parallelamente a loro stessi sino a passare pel 
centro, sostituendo nella (E) x-t-Xo, y+y„, z+z„ ad x, y. z, e si à 

Ax^+By*+Cz*+2 (Dyz+Exz+Fxy)+xr^+yI'y^+zr.^ = o ; (*) 

(•) Sappiamo che se nella funziono f (x, y, z ) si pone je+x' , y+y' , 
z+z' in luogo di X, y, z si à (C.° A. n “ 387) 

f (x+x' , y-H/ , z+z') =f (x, y, z) -f- x' f, 4- y' z' f, 

+ \ (x'^r"„-t-y'*f’V.+z'* r„-r2 x'y't\y+WzT,.+-2y'zT,.) 
d'onde si vede che con questa trasformazione i coefllcicnli de' termini di 
più alto grado in f (x, y, z) non cambiano. 
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ma perchè x^, y „ , Zg sono coordinate del centro , le tre derivate 
t'xo , fj/oi f'^o ) che sono i primi membri delle (6). sono nulle, quin- 
di r equazione della superficie prende la forma omogenea 
(25) Ax*+By*fCz»+2(f)yz+£a;z+Fxi/)===o. 

Ora se (x'y'z') è un punto qualunque di quesia superficie, il qua- 
le disli dall' origine (centro della superficie) per una quantità f, la 
retta condotta per quel punto e per l’ origine avrà per equazioni 
x—x' _ y-y' z—z' 

onde sarà a;:=(l -h p)cc' , y={\ -!- p)y' , zi=(l -i- p)z' . c questi valori 
messi nella (23) la verificano, indipendentemente da p, essendo per 
ipotesi 


Ax"- 4- liy'- 4- Cz'* 4- 2 {Dy'z' 4- Kx'z' -r Fx'y')-o; 


laonde la surriferita retb giace lulla sulla superficie (23); e poiché 
un piano taglia quella superlicic secondo una conica, cosi essa può 
intendersi generala da una retUi, che passa coslanteinenle per un 
punto fisso c s' appoggia sopra una curva, o sia quella superficie è 
un cono. 

201 . Segue dal fin qui detto che, rcquazionc generale (K) rappre- 
senta un cono, se insieme con lo equazioni (G)à luogo la />=o, cioè 
se si à 


/ AXn+ t''iJa+hZ„+G—0, 

. .. ) FXg+R,l/o4-fcg4-//=0, 

F.r„4-%„+Cz„4-/-0. 

O.r,a+Ui]„+[Z„+K-0 ( 21 ). 

e queste equazioni non possono coe.sistcrc se non è (E. ,V, n.® 73.1) 
il discriminante (23), cioè A=o; onde questa è hi condizione per- 
chè l'equazione generale (E) rappre.icnli un cono. 

202. Mercè il discriminante A possiamo espriiiiere le coordinate 
Xg, r/g, z„ del centro in funzione delle derivate di esso discrimi- 
nante. In falli i numeratori G, H, / e il comune denominatore K 
di dette coordinate non sono altro che i quattro complementi alge- 
brigi di G, //, /, K nel discriminante (23), cioè 


Ì P,=- G(BC- D'- ) rlI{CF-DE)-I {DF+BE)=-\\'f , , 
G{CF-DE)-II{AC-K^)+I{AD+EF)z^iyH , 
G{DF-BE)+ll(AD-EF)-I{AB-F^):^iyt , 
P = A(BC-IP )-F(CF-nE)^E(DF+BE)z.\l \ , 

ove le y dinotano le derivate parziali di A. 

Rtiiai, Geotneirta Analitica 12 
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ART. II. 


De’ piani Hianietrall. 

203. Sìa come innanzi 

(V.) f (.r, y, z)=Ax-+B>f-+Cz'-+ 2 (Dyz+Exz+Fxy) I ^ 

+2 iGx+IIij+Iz)+KÌ 


Tcquazionc di 2“ gr. rifcriia a Ire assi ortogonali , condotti per un 
punto qualunque. Sia (fun) un punto preso ad arbitrio , e per esso 
si conduca una rclUi (Imn), la quale avrà per equazione 


(r) 


x—t y—u_z—v 
l ~ m ~ n 


essendo p la distanza del punto (tuo) da un punto qualunque (xyz) 
della stessa retta. Supponiamo che la retta (r) incontri la superficie 
(E), e sia p la disl<anza tra il punto (tur) e quello {xyz) in cui la 
retta incontra la superficie ; allora le (E) ed (r) devono coesistere, 
e però eliminando le x, y, z otteniamo la solila equazione (n.° 199) 
(a) Sp- 4- 2Tp + 1=0, essendo 

( S-M*+Bm'+Cn-+2{Dmn+Eln+Flm), 

t r=tr,+mr„+nr„ 

Le radici dell’ equazione (a) sono i duo semmenti che determina 
la superficie (E) sulla retta (Imn) a partire dal punto (luv) ; e la 
somma algebrica di queste radici è la corda intcrcetia nella super- 
ficie medesima sulla iella (r). Quindi, se questa somma 6 nulla, le 
due radici sono eguali c di segno contrario, c il punto (tur) è il mez- 
zo di detta corda : e però ponendo T=o, o vero 

(At-hFu-i-Ev-l'G)li'(Ft-i-Bu^Dv-l~E)m-l'(El-i-DuFGv-l-I)n=Qj 
c supponendo che la retta (tnm) si muova parallelamente a sè stessa, 
le quantità l, m, n. resteranno costanti, c varieranno le t, u, r; si 
che rcquazionc prece lente essendo di 1® gr. rispetto a queste va- 
riabili appartiene a un piano, clic passa pe' punti di mezzo di tutte 
le corde parallele alla direzione (Imn) , cioè quell’ equazione ap- 
partiene al piano di am e tra le coniupoto di questa direzione 
(n® 114). Pertanto mutando le t, u, r in x, y, z, il che è sempre 
lecito, avremo 

(2) (Ax+Fy-\-Ez+G)l+(Ex+By+Dz+H)m+(Ex+Dy+Cz+I)n= o, 

0 pure 

(J))(AH-Fm+Fn)x+(Fl+Sm+Dn)y+(Elri-Dtn+Cn)z+Gl+Bm+ln=o 
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e ciascuna di queste equazioni c quella del piano diameirale coniu- 
galo della direzione (Iran). 

204. Siccome le coordinale x„, i/„ . del centro della superficie, 
in virtù delle equazioni (G, 191) soddisfanno la (2), qualunque sie- 
no l, m, n, cosi ogni piano diameirale passa pel centro della su- 
perfìcie, c quindi passa pel centro unico, o per la retta de’ centri. 

205. Conducendo pel centro una retUi parallela ad (Imn), le sue 
equazioni saranno 

/.,x _ y-Vo 2--0 . . 


in questo caso la corda intercetta nella superficie su questa retta è 
diametro coniugalo del piano diametrale (D) (n.® 114) , e la lun- 
ghezza del semidiametro È p. 

Quindi se {x'y'z'ì è un punto della superficie, pel quale passa 
questo diametro, sarà 

n z'-z„' n z'-z„’ 

con questi valori la (D), tenendo presenti le (6,191), diviene 


1 (Ax'+Fg'+Ez'->rG)x+{Fx'+Bii'+I)z'+H) y 

t-f (Ex'+Dy'+Cz'+I) z+G{x'-Xo)+II{y'-yo)+H^'-Zo) 


c rappresenta il piano diameirale coniugalo del diameiro che pas- 
sa pel punto (x'y'z'). 

206. Scia direzione (Imn) è quella dell'asse OZ, o dell’asse OY, o 
dell’asse OX, si à nel primo caso 1—1, ni=?i:=o; nel secondo l=n^o, 
m=l ; e nel terzo t=m=o, n— 1, si clic la (2) dà nc’rispctti?i casi 


( 5 ) 


I Aa; + Fy + Ez + G — 0 , 
I Fx + By + Dz + Il = 0 , 
' Ex I- Oy 4- Cz “l- / — 0 


per le equazioni de' Ire piani diametrali coniugati dell'asse OZ 
la prima, dell'asse OY la seconda, e dell'asse OX la terza. 

207. Se (J^[j.v) 6 la perpendicolare al piano diametrale (D) dev’es- 
sere (18,99) 

/UN ^ ^ 

^ ' Al+Fm+En Fl+Bm+Dn El+Dni+Cn 


IX I uip-t-nv _/X hnj!x+nv 

(Al+Fm+E)Ì+{Fl+Bm+Dn)m+{Èl+l>m+€n)n~ S 
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208. Se il piano diametrale (D) è principale, la iella (d) dev’es- 
sere perpendicolare al piano (D), 6 però nelle precedenti forinole (4) 
si dovrà porre X=:l, iA=m, v=n, e ricordando che l^+m^+n^-i, sia 

I ni _ n _ 1 

Al+Fm+Èn~ Fl+Bììi+Dn El+l)in+Cn S' 


Queste equazioni , non tenendo conto deirallra 
(8) + «i* + 11’ = f , 

serviranno a de'crmiuare la direzione (Imn) d'un sistema di corde 
il cui piano diametrali; coniugalo è principale ; quindi diremo prin- 
cipale la stessa direzione (bnn) determinala dalle tl), (8). 

L’ equazione del jjiano diametrale principale coniugalo della 
direzione (Imn), si à dalla (D) combinala con le (1) 

(Dp) S (lx+myJrnz)+Gl+Hm+In=o. 

209. Se S=o, questo piano pa^sa all'inlinilo, purché non sia nel 
tempo stesso Gl+IIin+In=o, nel qual caso dello piano è indelermi- 
nato. Intanto neU'ipoiesi S-o, Icquazione (c) dà per p un valore 

infinito, c l'allro (Inilo e uguale a — ; vale a dire che le corde co- 

niugate principali del dello piano aU'inflnito incontrano geometrica- 
mente la superficie in un sol punto. 

210. Posto ciò. passeremo a mostrare come determinare la dire- 
zione principale (Imn) mercè le (1) , le quali scriveremo cosi : 

(A-S)l + Fm -t- En-o , 

FI +(B-s)m + Dn=o , 

El -t- Dm -f(C-S)n=o . 



e dànno Teliminala 

( 10 ) 


A-S F E 
F B-S D 
E D C-S 


0 , 0 vero 


(lOy (S-A)(S-B)(S-C>-D\S-A) -E\S-B)-F\S-C)-2DEF^o, 
0 Onalmente 

j S^-(A+BhC)S*+(AB+AC+BC-D^-E^-F^)S 

-(ABC+2DEF-AD^-BE*-CF^)=o : 

quest’equazione determina S ; indi le (9) dànno i valori de’ rapporti 


Digitized by Googfc 



8 .-; 


PIAM diametrali delle Sl'PERFICIE DI 2" (iRADU 

(ii due qualunque delle Ire coslanli t, m, n alla terza ; il che basta 
jier determinare la corrispondente retta. Ed è da osservare che per 
un valore reale di S, non si à, in generale, che un solo sistema di 
valori anche reali pei detli rapporti ; per modo, che se si giunge a 
provare che le tre radici della (10) sono sempre tulle reali, si potrà 
benanche conchiudere che una super/icie di 2® yr. ammelle , in 
ijmerah, Ire hislemi di corde principali. Posto ciò, ragionando 
sulla (10;®, c seguendola dimostrazione brevissima del Calciiv, os- 
serviamo primamente che per S= — * il primo membro della (10)'' 
diviene positivo, e per S=— oo il risultameuto è negativo. Indi os- 
serveremo che alla (10)", secondo la (10)', che è la stessa (10/", 
possiamo dare la forma 

(11) {S-A)l(S-B)(S~C)-lP]-E^(S-B)-F^(S-q-2DEF:r.o: 

or se poniamo (S-B> (S—C)~D^=o, quest’equazione amnietlerà ne- 
cessariamente radici reali perchè facendo S= + cc . S=B, S=C. 
S=— oo ,i segni dei risullamenli sono in corrispondenza — ,-t-, 

quindi una radice cade fra inlinilo e B, e però è > B, l’altra cade 
tra —C e —00 , e perciò è <C. E bisogna notare che nell’ordine di 
sostituzione sopra indicalo potevamo scambiare Bin Cc all'opposto, 
senza che l’ordinamenlo de’ segni venisse mutato ; laonde delle due 
radici della (S— B) (S—C)—IB=o, una S, è maggiore sia di B o pure 
di C, e l’altra .Sj è minore sia di C o pure di B. Posto ciò, se nel- 
la (1 1) poniamo .S=S, , e osserviamo che (S,— B) (S,— C)=B’ , avre- 
mo per risul lamento 

-lE\S,-B) + F\S,-C)+2DEF\=-[hWs^B + F\/S^^ , 

quantità esscnzialmcnle negativa. E se invece poniamo S=Sj. allo- 
ra, perchè S, è minore di B e di C, il risultamenlo sarà della forma 

E»(S,-B)-fE2 (S,-C)-2 DEF=[E - F , 

cioè sarà positivo. Pertanto la (11), c quindi la (10) pe’ valori suc- 
cessivi -fw , S, , .S’j, — oo di S dando risullamenli i cui segni sono 
ordinatamente -I-, —, -f, — , à lotte e tre le radici reali ; quindi re- 
sta provalo che in generale, ogni superjicie di 2® gr. ammelle ire 
sùlemi di corde principali. 

211. Per meglio esaminare la questione delle corde, c però anche 
de’ piani principali, cominceremo dall’ osservare che dinotando 
S', S" due radici dcU’cquazionc (10), con fl'w'n'), (l"m"n") le corde 
principali corrispondenti a queste radici, le equazioni dc’corrispon- 
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(lenii piani principali sono (Dpi 

S' {V x+m'y+n' z)+GV +Hm' +In' — o , 
S"{l"x+m"y+n"z)+Gl"+Hm"-i-In" = o ; 
nel tempo stesso àn luogo le relazioni 

AV+Fm'+En'=ST , Fl'+Bm'+Dn' =S'vi' , El'+Dm'+Cn’=S'n'-, 
Al"+Fm''+En"=S'T, Fl"+Bm"+Dn"=S'’m ” , El"+Dm"+Cn''=S"n''. 

Posto ciò moUiplicando le prime tre rispettivamente per l", m", n" 
e addizionando : similmente moltiplicando le seconde tre rispettiva- 
mente por l' ,m', n' c addizionando, c quindi togliendo questa se- 
conda somma dulia prima otiiensi 

(12) {S'-S") (IT + m'm" + n'n") = o ; 

quindi se S', S" non sono eguali, sarà U'+mm'+7m'=o, il che indi- 
ca che i sistemi di corde principati corrispondenli a due radici 
diverse sono tra loro ortogonali. K però se le tre radici S', S", S'" 
son tutte diverse t Ire sistemi di corde principali sono tra loro or- 
togonali. Se poi S'=S", allora la (12) è vcrlflcata quale che sia ii 
valore di l'l"+m'm"+n'n’’ , il che vuol dire die i due sistemi di corde 
principali corrispondenli a queste radici posson fare un angolo 
qualunque tra loro, e siccome ciascuno di essi è perpendicolare al 
terzo, cosi può dirsi benanche che in questo caso vi sono infiniti 
sistemi di corde principali ortogonali con un terzo. Finalmente, 
se S'—S"=S" allora ogni sistema di corde parallele è principale. 

212. Inoltre se una sola radice è nulla, la superficie o ammette 
un centro all'infinito, o ammette infiniti centri, per modo che è 
0 un cilindro a base clliltica o iperbolica, o pure è un sistema di 
piani. Se due radici sono nulle, la superficie può essere un sistema 
di due piani. E se tutte tre le radici sono nulle , la supertlcic è 
esclusivamente un piano unico. 

213. Posto ciò, eliminando m : n dalla prima e terza (9) ed J : n 
dalla seconda e terza, c ponendo per semplicità 

. EF „ Df , ^ DE „ , 

(13) A 77 -a, B- — = a., C- ^ = a" , troveremo 

D h t 

t _ F(S-g") m ^ F(S-g") . 
n D (S-a) ’ n E (S’-a') ‘ 

queste formole serviranno a determinare la direzione del sistema 
di corde corrispondenli a una delle radici della (10). Ora prcn- 
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dendo i valori di il, lì, C dalle (13) e portandoli nella (10), quel- 
l’equazione prenderà la forma 


(IS) 


a-S+ 


EF 

D 

F a'-S+ 
E 


F 

DF 

E 

I) 


a''-S+ 


E 

D 

DE 


.Supponiamo, per fissar le idee , che in ordine di grandezza sia a< 
a' < o"; poniamo nella (IS) successivamente S=a, S=a' , S=a" , e 
troveremo in corrispondenza 


DEF 


(a'-a) (a"-a). 


DEF 

E^ 


(a-a') a"-a'), 


DEF 


(a-a") (a'-a") ; 


or questi risullamcnti, lenendo presente che a < a' < a" , sono di 
segni rispettivi se DEF>o, c— , +, —, se DEF<o; quindi 

in ogni caso, una radice è compresa fra a e a', e un'altra fra a' e 
a". Inoltre dividendo la (la) per S®, c poi ponendo S=±oo, si 
trova per risultamento— 1 , onde la terza radice sarà <a, se DEF>o, 
c sarà >a" se DEF < o. 

Pertanto nell' ipotesi che i tre binomii (13) son diversi, la su- 
perfìcie ammette tre sole direzioni di corde principali. 

214. Poniamo ora die sia a-a! , allora facendo questa supposi- 
zione nella (lo), c ponendovi S—a, si trova quell'equazione vcrifi- 

EF 

cala; imperocché in tal caso le prime due colonne, cacciando-^ fat- 
tore comune, divengono identiche, e però il determinante s’annul- 
la. D'altronde, nella medesima ipotesi a=a' , si può scomporre quel 
determinante in altri quattro (E. A. n.“ G58) de’ quali uno, per la 
ragione qui inifànzi detta, s'annulla, e gli altri tre svilluppati dànno 

(a-S) [DEF (a-S) (a"-S)+D*£* (ci~S)+EF(D^+E^) (a"-S) ]=o , 

ove si mostra ad evidenza il fattore a-S corrispondente alla radice 
a, e le altre due son date uguagliando a zero il secondo fattore qua- 
drato. Or nella stessa ipotesi a=a', le (14) dànno n=o, m:l^D:E, 
quindi uno dc'sistcmi di corde principali 6 parallelo alla retta 

, y — j/p=— ^(x— Xp), 


Digitized by Google 



88 


ELEMENTI DI UEOHBTEU ANALITICA NELI,0 SPAZIO 


il che vuol dire che queste corde sono ]>arallele al piano XV. 

215. Finalmente sca=;a'-a"la proposta equazione, ridotta già al- 
la precedente per <x=a' , diviene 

(a-Sy lDEF(a-S)+D*E*+V'F‘+E‘F^Ì = o. 
e à perciò due radici eguali od a, cioè il valore di questa radice 
doppia 6 


(16) 


S=.4- 


FF J)F DK 
E F ’ 


e la terza radice si à eguagliando a zero il secondo fattore della 
precederne equazione. In questo caso pertanio la superficie am- 
mette infiniti sistemi di corde principali, lutti paralleli a uno 
stesso piano-, e ciò lo mostrano le stesse (14), che nell’ipotesi am- 
messa diinno valori indeterminati. Ora l'anzidetlo piano à perequa 
zione 

(11) EFx + UFij + DEz = 0 -, 

imperocché le (9), ponendovi invece di .1, li, C i loro valori (13). c 
tenendo presente che S=a=a'=a" , s' acordano a dare tutte e tre 
EFl+DFm+DEn:=^o, il che vuol dire che la retta ^ 


X XQ _ y J/« _ - 

l ~ m ~ n 


la quale cuna corda, è parallela al precedente piano (n." 128). 

Laonde, nel caso attuale, si possono, fra gl'inQniti sistemi di cor- 
de parallele allo stesso piano, sceglierne due tra loro ortogonali; c 
poiché quello corrispondente alla terza radice è |)crpendicolare a 
ciascuno de’prcccdcnti due. cosi nel caso in discorso siposson as- 
segnare tre sistemi di corde jmincipali tra loro ortogonali, restan- 
do indeterminati due di essi. 

216. Giova inoltre osservare che in questo caso la superficie è di 
rotazione ; imperocché prendendo dalle (16) i valori di A, B, C, e 
sostituendoli nella (E) quellcquazione prende la forma 

(18) S{x^-\-y^+z*)+DEF(^■^^-^^~y+^Gx+By-pIz)+K=.o ; 
c messo 

(19) + diviene 

(20) S(x-+yHz’)-r2(Gx+%-l-/2)-fDEFfc*-l-/(=o; 

or l'equazione(19) è quella d'un piano, c qucsl’ultima, essendo di- 
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verso ila zero e quella duna sfera (n.“ 176) ; d’ altronde k è una 
costarne arbitraria , dunque la superflcie (18) e quindi la proposta 
(E), in tal caso, è tale, ebe ogni piano parallelo a quello che à per 
equazione £Fcc+/^Fi/+D£z=o la taglia secondo un circolo, interse- 
zione di quel piano con la sfera (20), quindi è di rotazione. Pertanto 
la (E) ò una superficie di rotazione, se àn luogo le condizioni 


( 21 ) 


A 


EE.-n-^ 

ì) E 


C-^>o 
^ 1 ^<°- 


217. Le conclusioni alle quali siamo fin qui pervenuti, come è 
agevole verificare, reggono finché ninno de’ tre coefiìcienli D, E, F 
è nullo, sieno d’altronde qualunque gli altri tre A, B, C. Ora pas- 
seremo ad esaminare i casi in cui alcuno o tulli i cocfilcienti D,E,F 
mancano neH’equazione (E j della superficie. E da prima poniamo 
che sia soltanto D^o ; in tal caso l’equazione (10) diviene 


A-S F 
F B-S 
E 0 


E 

0 

C-S 


= 0 , 


e supponendo B<C , dà per S=— oo , S=B, S=C , S=+co rispetti- 
vamente -t-,— , onde una radice è minore di B, un’altra cade fra 
BeC,e finalmente la terza è maggiore di C. Or queste radici essen- 
do diverse, ognuna determina un unico sistema di corde principali, 
quindi si anno tre sistemi di corde principali tra loro ortogonali. 

218. Se è 0=E=o, l’equazione in S, che si à dalla precedente, 
facendovi soltanto E=o, è 


(A-S) (B-S) (C-S) - (C-S) = 0 , 


c à una radice eguale a C, e le altre due son date dall’equazione, 
(A-S) (B-S) - B*=o, le quali perciò sono reali, come doveva es- 
sere, c sono disuguali ; si che in questo caso ancora avremo, in ge- 
nerale, tre sistemi di corde principali tra loro ortogonali. Abbiam 
dello in generale , imperocché se una delle radici di qucst’ultima 
equazione fosse benanche C, cioè fosse una radice doppia della pro- 
posta, avremmo (A-C) (B-C)=F*; quindi ponendo nelle (9) S-C, 
e tenendo presente che D—E=o, l’ultima riman da sé stessa verifi- 
cata, c le altre due, in virtù della precedente relazione, s’accordano 
in dare (A— C)l-t-F7n = o , e ciò indica che il sistema di corde prin- 
cipali, corrispondente a questa radice doppia C, è parallelo bensì al 
piano (A-C) x + Fy = o, ma la direzione ne rimane indeterminata. 

Rubini. Geometria Anatilica 13 
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219. Finalmcnlc se r equazione in S si riduce sera- 

[■licemcnlc ad 

{A-S)Ui-S) (C-S) = o. 

d’onde si vede che, fino a che A, B, C ànno valori diversi, le tre ra- 
dici di quest'equazione, che sono appunto epualia questi valori, sono 
pur esse disuguali, c perù non v'à che tre soli sistemi di corde prin- 
cipali tra loro ortogonali. Se poi C=B si provaconic sopra che v’à 
infiniti sistemi di corde principali, tutti paralleli al piano XY. E fi- 
nalmente se S=A=B=C, essendo inoltre D—E=F=o, le cquiizioni (9) 
restano verificate indipcndcntenienle da qualun(iue valore di l. m, n, 
si che, in questo caso, ogni sistema di corde paraìBde ( Imn ) è 
principale. E però in questo caso ancora si possono assegnare tre 
sistemi di corde principali ortogonali ; ma questi sistemi sono in- 
finiti. 

220. È buono osservare che se A=B—C—D-E=F—o, le tre ra- 
dici S sono nulle ; ma in questo caso l'equazione data (E) riducesi 
a quella d'un piano. E si può dimostrare, all’opposto, che per esser 
nulle le tre radici S, devono esser nulli i soprascritti coefilcienti ; in 
fatti in tal caso la (10) devesi ridurre a S*=o, e per ciò è d'uopo 
che s’ abbiano le relazioni seguenti : 

A+B+C=o , AB+AC+BC-ir—E'—F'^-o , 

ABC+2 DEF-AD^-BE^-CF*=o ; 
ora quadrando la prima equazione s'ottiene 

AB+AC+BC=-'i(AHB'-+C ^) , 
e con ciò la seconda equazione diviene 

A"+B»+C*+2 (D*+E»+f‘)=o , 
nò può esser verificata altrimenti se non facondo 
(22; A=B-C=D=E=::E=o. 

221. Pertanto dalla precedente analisi risulta che in ogni super- 
ficie di 2“ gr. si può sempre per un dato punto condurre tre rette 
Ira loro perpendicolari, rappresentanti le direzioni di tre sistemi 
di corde principali. Inoltre quelle tre rette saranno completa- 
mente determinate (n.® 211); o pure ima sola sarà determinata, c 
le altre due indeterminate (n.“ 213) ; o finalmente saranno tutte 
e tre indeterminate (n.® 219). 

222. Posto ciò, per ciascuna radice S della (10), le formolo (9) o 
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le (U) dclerminano la direzione, o le direzioni delle corde principali 
corrispondenli ; e quelle stesse forraolc insieme con 1' altra equa- 
zione faran conoscere i valori di 1, m, n, i quali so- 

stituiti insieme con quello della detta radice ncirequazionc(Dp, 208), 

(Dp) S (lx-t-T7iy-fnz) -f Gl+IIm+In=o , 

fisseranno Tequazìone del piano principale coniugalo di quella dire- 
zione principale. Ora 1.® se le ire radici S', S", S'"sono disuguali c 
diverse da zero si anno tre direzioni di corde principali c ortogonali 
(n.® 21 1), e la (Dp) determina tre piani principali corrispondenti e 
ortogonali, e solo tre piani. 

2. ® Se due radici sono eguali c diverso da zero vi saran pure tre 
direzioni di corde principali ortogonali, una determinala e due in- 
determinate (n.« 215), e quindi ancora un piano diametrale principale 
delerminato, e un numero illimitato di altri piani diametrali princi- 
pali e perpendicolari al primo. 

3. ® Se le tre radici sono eguali e diverse da zero, vi sono infinite 
terne di direzioni principali ortogonali ( n.® 219), cquindi allrcttunlc 
teme di piani principali ortogonali. 

4. ® Se due radici àn valore, e la terza ò nulla, il piano principale 
coniugalo della direzione {Imn) corrispondente a questa radice S-o 
passa aU'inflnito, se non è 

(23) Gl -I- //ni + ln = o, 

come si vede dalla (Dp). Ora una radice S ò nulla se il termine noto 
della (10) è nullo, e reciprocamente ; quindi se si ù soltanto 


(24) 


ABC-l-2 DEF-AD*-BK*-CF^= 


A F E 
FUI) 
E l) C 


= P^o, 


la superficie, la quale in questo casoà il ccnlroairinfinilo(n.® 191,2®), 
ammetterà due piani principati, coniugali delle direzioni corri- 
spondenti alle due radici non nulle, e un terzo aU'infinilo, che sarà 
perpendicolare a ciascuno de’ primi due, perchè le direzioni coniu- 
gato di questi tre piani sono tra loro perpendicolari (n.® 212). 

Ma se le (23) e (2i) àn luogo nel tempo stesso, allora il piano 
principale coniugato della direzione corrisponderne alla radice nul- 
la è indeterminato. Ora osserviamo che per la radico S=o. le equa- 
zioni (9) divengono 

(25) /ll+Fm-HSft=o , Fl+Bm+Dn=-o , El+I}m+Cn=o ; 
in tal caso si ànno quattro equazioni, la (23) c le (25), per doler 
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minare i rapporti l:n,m:n, e quindi la direzione principale (Imn) 
corrispondente alla radice S=o; laonde perchè questa direzione fos- 
se assegnabile 6 d'uopo che, prendendo tre qualunque di dette equa- 
zioni, il corrispondente determinante s’annulli. Se queste equazioni 
sono le (2S) il determinante è il (24), si che per queste equazioni, 
essendo veriOcala la (24) per ipotesi, il determinante è nullo. Pren- 
dendo poi la (23) e le prime due (25), il corrispondente determi- 
nante eguagliato a zero è 


(2C) 


AFE 
F B D 
GUI 


= o; 


ora verificate le due condizioni (24) e (26), è facile assicurarsi che 
gli altri due determinanti, corrispondenti alle altre due combinazio- 
ni di tre delle (23) e (23) sono nulli; poiché se un determinante è 
nullo, i complementi algebrici degli elementi d’una linea sono pro- 
porzionali a quelli della linea parallela (E. A. n.“ 013). 

Posto ciò, lcdueequazioni(24)e(26)indlcano chei piani(6,191), 
che servono a determinare il centro, passano per una retta a dir 
blanza finita, o infinita: nel primo caso la superflcie 6 cilindrica 
a base ellittica o iperbolica (n.® 192), e due di quei piani coincido- 
no; si che se questi sono il primo e il secondo, la loro coincidenza è 
indicata dalle condizioni (9, 294) 


(27) 


F~ B ~ D ~ ir 


La retta de’ centri poi passa all'infinito, e la superflcie è un cilin- 
dro a base parabolica se 

(28) A:F:E = F:B:I) = E:U:C (n.“ 194). 

Finalmente i piani (6, 191) coincideranno in un solo (piano de’cen- 
tri) e la (E) rappresenterà due piani paralleli, se (n.® 19G) 

(29) AD-EF=o, BE-DF::zo, CF-DE^o, BC=^EU=FI. 

Ora in questi due ultimi casi secondo le formole (28) e (29), è 

.lB-F==o , AC-E^^o , BC-D'-i^o , 

e quindi dalla (10) sparisce benanche il penultimo termine, sì che 
in questo caso due radici S sono nulle, e per ciascuna trovansi vc- 
rilicate le (24) c (2G), vale a dire che alle due radici nulle corrispon- 
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dono inQnili piani principali, ciascuno de’ quali però è perpendico- 
lare a quello corrispondente alla radice non nulla. 

Quindi, mettendo a parte il caso de' piani, si vede che, nel caso 
in cui la(G) rappresenta un cilindro, vi saran benanche due piani 
principali tra loro ortogonali, e infiniti altri , ciascun de’ quali ò 
perpendicolare a ciascuno de' primi due. 

Che vi sia un piano principale indeterminato si spiega agevol- 
mente, perchè ogni piano perpendicolare alla retta de’ centri, e 
quindi perpendicolare alla generatrice, divide il cilindro in due parli 
simmetriche. 

Il caso di tutte e tre le radici della (10) nulle è escluso, perchè 
allora la (E) rappresenta un piano (n.® 220). 

223. Pertanto ogni superficie di 2“ gr. ainmcllc necessariamen- 
te almeno due piani principali fra loro perpendicolari. E quindi 
risulta che tutte le superficie di 2® gr. possono essere racchiuse nel- 
l’equazione 

(30) AxHBgHCz*+ÌIz+K^o ; 

perocché qualunque sia quella superficie ammellerù sempre almeno 
due piani principali ortogonali, che si possono prendere per i due 
coordinati XZ, YZ, c però la forma della sua equazione dev’essere 
la (30), (n.“ 114). 


CAPITOLO III. 

INVESTIGAZIONE DELLE VARIE FORME DI SUPERFICIE CONTENUTE 
nell'equazione GENERALE DI SECONDO GRADO. 

AHT. I. 

nidazlone deH'ei|iuulaii« generale «Il 2° gr. a faraia più aeniptlca. — 
Diverse specie dì saperOcle di i|aesto ^rado. 


224. Abbiasi la solita equazione 

(E ) Ax^+By^+Cz^+2 {Dgz+Exz+Fxy)+2 {Gx+Hy+Iz)+K=o , 

che talvolta rappresenteremo semplicemente con U—o, o pure con 
F (x, y, 2 )=o. Sia quest’equazione riferita a tre assi ortogonali OX, 
OY, OZ, e sieno OX', OY', OZ' tre nuovi assi anche ortogonali, c 
della stessa origine : sia ( ) il nuovo asse delle x, ( ) 
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quello delle y, e (IjHijn,) quello delle z. Si passerà dal primo al se- 
condo sislcma ponendo (n " 3,52) 

, y^mfX'+mjy’+m^z’ , 2=n,x'+nji/'+Jij:' , 

e facendo per scmplicilà 

/ S =Al^,+Bm]-\-Cn]+2 (Dm,n,+£l,n,+fl,m,) , 

I S’=Al\+]Sml+Cn\+2{Dm,ni+El^n^+FLmi) , 

\ +Cn* -f — Ijmj) , 

Ì D,=Aljfj+Cmjm3+Cnt?i,+D(minj-t-n,mj)+E(ltnj+ntl3) 

+F{l,mj+vi4j) , 

:i,=Al,lj+Bm,m3+Cn,n3+D(m,n3+n,nij)+£Òi’ij+”'i4) 

+F(l,n»,+m, Ij) , 

F,=AI,li+Bm,mi-f-Cn,7ij+D(m,nt-|-n,m,)-l-F(l,ni+Ji,li) 

V +F(l,m,+7n,y , 

(3) G,=GI,+//m,+/ra, , U,=^Glt+lImt+Iih. I,^Gk+nm:,+ln3 , 
la trasformala, lolU gli apici, sarà 

(t)Sx*+S'y*+S";a*4-2(D,yz+F,xz+F,yz)+2(G,x+ff,y+/,z)+A':=o. 

Supponiamo che i nuovi assi OX' , OY' , OZ' sicno tre corde prin- 
cipali, il che può sempre supporsi (n." 221), c sarà (n.“ 208) 

Al,i-Fmt+En,-Sl,, Fl,+Bmi+I>n,-Sm, , El,+Dm,+Cn,=Sn, , 
dfj+FTTij+Fnj^S'tj, Fli+Bm,+Dnt=S'mi, £t,+Gnij+Cn,=S'n, , 
Alj+Fmj+Efi3=S"l3, Fl,+Bm:i+Dni=S^ms, El3+D»rej-l-Cnj=S"nj, 
in cui S, S', S" sono le tre radici reali della cubica (10,210), c coin- 
cidono coi superiori valori (1). Nel tempo stesso, poiché gli assi 
primitivi c i nuovi sono ortogonali, si à (4 c 8,32) 

(a) > t5+m*+n|=l , ll+m\+n\=ì , 

(G) iilt+wiiWij-HiiWi^o , I,l3+n»,mj-t-n,n3— 0 , l^lj+m^'mi+ntH3=o , 

c in virtù di queste relazioni risulta D,=E,=F,=o ; sì che la trasfor- 
mata (4) riduccsi a 

(1) Sx^+Sy+S"z^+2 (G,x+II,y+l,z)+K^o : 

così daH'cquazionc generale (E) sono sparili i termini conUncnli 
i prodoUi yz, xz, xy. Reciprocamente, volendo fare sparire questi 


Digitized by Google 



RIDUZ. DEI.l'ROI'AZ. GENERALE DI ì" GR. A FORMA PIÈ SEMPLICE 95 

prodoUi, i nuovi assi dcvon essere Ire corde principali ortogo- 
nali ; imperocché, poslo clic sia 

Altli+Bmtmj+Cntnj+D (m^n3-i-nim,)+E (Ijnj+njlj) 

+f(ljtn3+mj?5)=o , 

^I,I,+Bm,m,+Cn,n,+D(m,nj+n,ni3)+E(l,7ij+7i,l3) 

+F((,m3+m,l3)=o , 

ill,/,4-Bm,7ni+Cn,7ii+2)(m,nj+n,T»j)+£(;,7i,+7i,/j) 

+F(l,mj+m,(i)=o ; 

allora, molliplicando la prima (1) per i, , la seconda di queste ulli- 
mc equazioni per I,, c la terza per {,, sommando i risultamcnli, c 
lenendo presenti le (3) c (6), s'ottiene 

(A-S) l+Fm+En=o , 

c similmente operando, si deduce 

FI + (B-S)m+Dìi = 0 , EI+ Dm + (C-S) = o ; 

or queste tre equazioni sono appunto quelle che servono a determi- 
nare tre direzioni principali e ortogonali, che sono sempre determi- 
nabili qualunque sia la superflcie (n.” 22t). 

225. Passiamo ora ad assi paralleli ponendo nella (() 

(8) x^aco+x', y-yo+y'^ z=z„+z' , 
e avremo la trasformata 

(9) Sx’-fSy+S"z»H-2(SXo+G,)x-l-2(S'y„+f/,)i/+2(S"z„-F/,)2+f.=o, 
essendo (5,191) 

(10) L=Sxl+S'yl+S'zl+2 ( G,x,+Il,y„+I,z„)+K. 

Ora, se la superfìcie à un sol centro c a disianza finita, il dctcnui- 
nanleP(n.“ 191) dev’essere diverso da zero, e ciascuna delle radici 
S, S', S" anch’essa deve avere un valore diverso da zero ; laonde in 
tal caso, per determinare la nuova origine (Xg i/o z„) si possono dal- 
la (9) fare sparire i termini a 1® grado, ponendo 

(11) SXo+C,=o, S'y„+f/,=o , S"Zo+/,=o , 

e la (9), 0 sia la proposta (E) si troverà ridotta alla forma 

(E.) SxHSy+S"z*+£=o , 

la quale ci fa vedere che il centro della superficie è la nuova ori- 
gine delle coordinate (n.® 17.1) determinata dalle forinole (11), le 
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quali moUiplicale rispcllivamcntc per Xo,y„, Zo c sommale dònno 
Sxl,+S'yl +S"zl = - (G,a;o+//, ;/„+/, s„) , 
c per ciò la formola (10) diviene semplicemente 
(J2) L-GiXa+n,y^+I,z„+K=^. (24,198). 

220. Ma se una o due delle radici S, S', S" ò nulla , 6 P=o\ la 
superficie ammette un centro a distanza infinita , o pure una retta, 
0 un piano di centri (n.® 191), per modo che non si possono stabilire 
le equazioni (11) senza cadere in valori infiniti, o indeterminati. In 
questi casi pertanto, supposto che la radice S" sia nulla, la trasfor- 
mata (8) è della forma 

(13) Sx*+S'y*-|-2 {G,x+n,y+ItZ)+K-o , 

si che passando ai nuovi assi paralleli, invece delle (9) e (10) s’a- 
vranno le seguenti equazioni : 

(U) Sx‘‘+S'y--i-2(Sx„+G,)x+2{S’y„+Ht)y+'2ItZi-L=o , 

(IS) L=Sxl+S'yl+2{GfX„+n,y^+IfZg)+K , 

e si faranno sparire dalla (14) i termini in x e i/ a 1.® grado, e il 
termine noto, ponendo : 

(IO i Sx„+G,=o, S\+H,^o, 

\ Sxl+S'yl+2{G,Xg+II,yg+ItZo)+K=o , 

cosi la (14) c quindi la (E) prende la forma 
(Ej) Sx*+ S'.v*+2 liZ^o , 

e la nuova origine sarà determinata dalle tre precedenti equazioni, 
rultima delle quali, paragonata alla (13), mostra che questa nuova 
origine cade sulla superficie. Intanto riducendo la terza (1G) merce 
le due prime, quel sistema diviene 

(17) SXo-fG,=o, S'i/„+//,=o , G,Xg+lIiy„+2IiZg+K=o , c dà 

G, //, . G\S'+IffS-KSS' 

(18) x„--y, I/o- g, , Zg- 2/, SS' ’ 

donde si scorge, che finché /, è diverso da zero, la nuova origine 
sarò geometricamente assegnabile, e sarà il punto d’intersezione dei 
tre piani (17). 

Ma se i,-o, sarà 2 „=oo ; in questo caso s’eguaglieranno a zero 
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i soli coelTicienti di x e di y nella (li) , la quale perciò diverrà 

(Ej) Sx*+S'yHI=o , 

c rappresenterà un cilindro a base ellittica o iperbolica, col suo asse 
parallelo a quello delle z\ il quale asse essendo la retta de' centri à 
per equazioni le prime due (17) o (18). 

221. 11 valore di I, della (E,) si può facilmente calcolare, quando 
sono note le radici S, S' ; imperocché come osserva il Salmon ( Ope- 
ra cil., p. S9) il discriminante A come invariante (C. A. n.® 443), e 
perchè la trasformazione della (E) nella (E,) si fa con la sostituzione 
ortogonale, il cui modulo è 1, è uguale identicamente al discriminante 
di (E,) ; ma questo è SS'C*, quindi SS'C*=A, si che conoscendo S,S' 
c calcolando il valore di A, il quale nel caso attuale è un quadrato (*) 
s’avrà il valore di C. 

228. Il termine nolo nella (E,) si à dalla (13) ponendovi /|=o, c 
quindi riduccndolo in virtù delle due prime (11) diviene 

.7fSS'-(G‘S'+/ffS) 

( 19 ) L- gg, . 

Ora se insieme con /,=o, è anche KSS' — (GJ S' + ilj S)=o , la (E,) 
si riduce a Sx*-\-S'y'‘—o, e rappresenta due piani che si tagliano, e 
che sono reali o immaginarii, secondo che S, S' sono di segno con- 
trario 0 dello stesso segno. 


{*) In efTolli,essendo il determinante P=o, se il determinante A (23, 198) 
si sviluppa secondo gli clementi deH'ultima verticale, s’ottiene 


F B D 


AFE 


AFE 

BBC 

G + 

E D C 

B— 

F B D 

G B l\ 


G B I 


G B I 


(BC-Z)*) Ct+(AC-P) B'+ (ÀB—F*) P , 

” l—ì(CF—DE)GB+Z[DF—BE)GI—UAD—EF)Hl\ ’ 

ma essendo il determinante P simmetrico e nullo si à 

(CF-DE)^(BC-D^) (AC-E^) , (Bf— B£)*=(BC— B*) (AB—F *) , 

{AD—EF)^^{AC—E*){AB—F*) , 


quindi 

(a) A =- ( <A^ BC-D^+BV AC-E*— I Vab—F' )*. 
Rubimi. Geometria Analitica 14 
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Se sono nulle due radici della (10,210) c sieno le S', S", allora 
la Irasforraala (14) sarà 

(20) Sx*+2 (Sa;„+G,)®+2 i7,y+2 1,z+L=o, essendo 

(21) L=Sxl+2 (G,x„+//,y.+/,c,)+X , 

c si potrà fare sparire il solo termine in x, ponendo : 

(22) Sx„ + G, = 0 , con clic si à 

(23 ) SXj+2/J,y+27,2 + = o ; 

or questa trasformata può prendere una forma anche più semplice 
lasciando immutalo l'asse delle z, e trasformando gli assi OY, OZ 
in un altro sistema OY', OZ' anche rettangolari, c nello stesso piano 
dei primi (n.° 113 p. p.) con che si fa sparire uno dc’termini in y o in 
z: supposto che si faccia sparire il termine in z, s'avrà per trasfor- 
mata della (E) la seguente: 

(E«) Sx* + Py + K = o , 

che rappresenta un cilindro a base parabolica. 

E sei/,=/,=:o, allora la (23) e quindi la (E) si riduce a Sx*+K—o, 
e rappresenta due piani paralleli reali o immaginarii. 

229. In conclusione l'equazione generale (E) può ridursi a una 
delle due forme (E,), (E,), che contengono come casi particolari le 
(E,), (E4) appartenenti a cilindri. La (E,l contiene le superficie a 
centro unico assegnabile, sinché nessuno de' coefficienti S, S', S" 
è nullo, e come casi particolari contiene i cilindri a base ellittica 0 
iperbolica, 0 anche il sistema di due piani. E la (E,) coniiene le su- 
perGcie che ànno un centro a distanza infinita, sinché non é nullo 
alcuno de' coeflìcienti S, S' ; e come casi particolari contiene i cilin- 
dri a base parabolica, 0 il sistema di due piani paralleli. 

230. Da ultimo giova notare che le (E,) ed (E,) sono contenute 
nell'unica equazione 

(E5) Sx*+S'y’+S"2*+2 /, 2+1=0 ; 

imperocché se /,=o, la (Ej) si riduce alla (E,); e se S"=o , e non 
é nullo /, allora si può rendere L—o (n.“ 22C), e la (E,) prende la 
forma (Ej); laonde resta provato, come altrove , che qualunque su- 
perficie di 2“ grado è compresa in quest'equazione (Ej). 

231. Chiuderemo quest'articolo dimostrando il teorema seguente: 
le sezioni fatte da piani paralleli in una superficie di 2“ gr. sono 
curve simili. In fatti se nell’equazione generale (E) F (x, y, z)—o di 
queste superficie poniamo r=o, avremo l'intersezione del piano XY 
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con la superficie, la quale sarà la curva di 2® gr. F (x, y)=o. Ora se 
Irasporliamo il piano XY parallelamente a sè stesso ponendo z+c 
in luogo di z, l’equazione della superficie diviene F(x, y, z+c)=o, e 
i coelTlcienti de' termini a 2® gr. in questa trasformata sono quegli 
stessi della proposta (n.® 200, nota): ora, volendo l'intersezione del 
nuovo piano XY parallelo al primitivo, basta fare z-o nella trasfor- 
mata, il che è lo stesso che porre z=c nella proposta ; ma in questo 
modo l’equazione dcll’inlersezione risulta F(x.y,c)=o, e questa cur- 
va è simile all’altra F(x, y)=o, perchè i coelllcicnti determini a 2® gr. 
sono gli stessi in entrambe queste equazioni. Ora nel ragionamento 
tenuto la quantità c poteva esser qualunque, e d’altronde anche il 
primitivo piano XY poteva esser qualunque, dunque è vero c. c. b. d. 


ART. 11. 

E<|uxiaal omogenee delle varie specie di •opcrflcle di 2.® grado. 

232. Abbiamo qui innanzi veduto che le forme più semplici alle 

quali possa ridursi l’equazione generale di 2® gr. (E) sono le due 
(E,) Sx»+Sy+S"z*-Hl=o , (n.® 22S) 

(E,) Sx»+S'y*-f2 J,z=o , (n.® 226) 

dove S, S', S" sono le radici della cubica (10,210). La (E,) à luogo 
quando il determinante P (1, 191) non è nullo, e contiene le super- 
fìcie che ammettono almeno un centro a distanza finita; la (E,) à 
luogo quando P=o, e appartiene a tutte le altre che ammetton cen- 
tri airinfinito. Per ambe le equazioni i tre assi a cui si riferiscono so- 
no le direzioni di tre corde principali ; e nel caso della (E,) i piani 
coordinati sono diametrali principali coniugati. 

233. Superficie dotate di centro. — Consideriamo primamente 
la (E,), e osserviamo che si può sempre passare il termine noto L al 
secondo membro e renderlo positivo, col cambiare convenientemente 
i segni a tutta l’equazione se occorra. Inoltre le tre radici S, S', S" 
possono 1® esser tutte dello stesso segno ; 2® due positive e una ne- 
gativa ; 3® una positiva e due negative. Nel 1® caso, se passando, 
come è detto, il termine noto al secondo membro e rendendolo po- 
sitivo, i tre coelllcienti S, S', S" risultano tutti negativi, la superfi- 
cie sarà evidentemente immaginaria, perchè non potrà esservi alcun 
sistema di valori reali x,y,z, che possa mai soddisfare l’equazione 
-Sx«-S'y*-S"z*=ff. 
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Perchè dunque possa sussistere la (E,) quando tutte e tre le ra* 
dici ànno lo stesso segno, è d'uopo che sia L<o, se te radici 
sono positive; ed L>o, se le radici sono negative. 

Quando poi le tre radici non ànno lo stesso segno , può essere 
/^>o, 0 £<o. Pertanto le tre forme esplicite della (E,) sono 

. (a) ^ Sx‘+Sy+S" 2 * = L, 

(?) Sx*+Sy-S"z* = L, (y) Sx*-S'y*-S"z* = I. 

234. Ellissoide. - Esaminiamo primamente la (a) : facendovi 
successivamente y=z—o , x=z=o , x=y—o, c dinotando con o, 6, c 
i rispettivi valori che si traggono per x, y, z, avremo : 

( 1 ) 

c tratti da queste uguaglianze i valori di S, S' , S" , e postili nella (a), 
quell'equazione prende la forma omogenea 


(e) 


X* y* z* 

1- — H 

o* ^ 6* ^ c» 


1. 


Posto ciò , sicno X'X , YT , Z'Z tre assi ortogonali ; secondo le 
formolo (1) si tagli OA'=OA=o, OB'=OB 
=b, OC'=OC=c, e saranno A, A'; B,B'; 
C, C' i punti ove la superficie incontra 
rispettivamente i detti tre assi. Le lun- 
ghezze AA',BB', CC', si chiamano assi 
della superficie, e se si suppone 
a>b>c, allora AA' è il massimo, CC' è 
il minimo, e BB' è il medio asse. Le estremità di questi assi soglion- 
si dire vertici della superficie. 

Ponendo nella (e) successivamente z=o, iy=o, x=o, otteniamo in 
corrispondenza 



X 


y*_ 


X’ 


«j 6» a* c* 


Jl 

6 » 


+ -v = l 


queste equazioni, come vedesi, appartengono a tre ellissi, che a due 
a due ànno di comune un asse della superficie, eson dette sezioni 
principali, per esser le sezioni della superficie fatte rispettiva- 
mente da ciascuno de' tre piani principali. 

Pel teorema del n.° 231 le sezioni parallele ad un piano principale 
sono ellissi simili a quella di questo piano : cosi supponendo i pia- 
ni seganti paralleli al principale che coincide col coordinato YZ , 
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l'cquaziono delle proiezioni di quesle ellissi sul dello piano ò 


6*'^ c*“' o*’ 


essendo x=h l’equazione del piano seganle. Quest’equazione (2) rap- 
presenta pure la sezione nello spazio, perchè il piano seganle è 
parallelo a quello di proiezione YZ. Ora, finché h<a, la (2) rappre- 
senta un’ellisse di semiassi — v^o* — /i* secondo OY, e — - /i* 

d d 

secondo OZ, e il rapporto di questi semiassi è costantemente = b : c, 
qualunque sia h, come doveva essere. La massima delle ellissi (2) 
si à per h-o, cd è f ellisse principale nel piano YZ ; c la minima 
ellisse è quella che si à per h = a, cioè quando i piani seganti pas- 
sano pei vertici A c A': questa minima ellisse è propriamente uno 
qualunque di questi vertici ; imperocché per h=a la (2) diviene 
c* 2 /*+ 6 *z*=o, e non può esser altrimenle veriDcata che per j/=z=o ; 
or queste equazioni dinotano l’asse X'X, e le sue intersezioni coi 
piani 05= ± 0 , sono appunto i vertici A, A'. Oltre questi vertici non vi 
è più superOcie , perchè per valori di A > a hi (2) è una curva im- 
maginaria. Analoghi ragionamenti si posson fare rispetto alle serie 
de' piani paralleli al coordinato XZ, e XY. 

In generale ponendo z=lix+kij nella (c) si à per risullamcnto 




[ccy-l =0, 


che rappresenta un’ellisse (n." 159, p. p.), qualunque sieno i valori 
di h, h, i. Quest’ equazione propriamente è quella della projezionc 
sul piano XY dcH’intcrsczionc del piano (Afe) con la superficie (e) {•). 
Pertanto la superficie in questione è chiusa c rientrante in sè stes- 


sa, come l’accenna la figura : essa si chiama ellissoide. 


(•) Volendo l’equazione deH’iulersezione riferita a due assi esistenti nel 
suo piano, supponiamo che sieno OX, OY, OZ i tre assi ortogonali ai quali 



ó riferita la supcrllcie F {x,y, z)=o ; sia OX' 
la traccia sul piano XY del piano segante 
i=hx+k\i, che supponiamo passare per l’ori- 
gine. Sia inoltre AMB f intersezione fatta 
da questo piano nella superOcie , e sia OY' 
una retta condotta in detto piano perpendi- 
colarmente ad OX'. Supponiamo che gli assi 
ai quali si voglia riferire la curva AB sieno 
lo duo rette perpendicolari OX' , OY'. Ora es- 
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235. Da quanto è detto ben si scorge che Tellissoide può consi- 
derarsi come una superficie generata da un’ellisse variabile di forma 
e posizione, il cui piano si muove parallelamente a sè stesso, il cen- 
tro scorre sopra una retta perpendicolare al piano deU'ellisse, e il 
rapporto degli assi riman costante. 

2.30. Se S = S' sarà pure n=6, e la (e) diviene 


( 3 ) 


- — 1 » — * ? 

tt* c* 


quindi segue che questa ellissoide tagliata da piani paralleli al 
coordinato XY dà circoli, e perù è di rotazione intorno aH’asso OZ 
(n.° 189). NeU’ipotesi che sia o>c, quest'ellissoide, che suole pure 
chiamarsi sferoide si dice schiacciala ; se poi l'asse di ruolazio- 
ne oa, allora la sferoide si dice allungata. 

237. In fine se S=S'—S" 6 pure a=b=c, e la (e) diviene 


X- 




che è l’equazione della sfera di raggio a, e però la sfera è un clis- 
soide ad assi eguali. 


sendo .M un punto della curva, se si conduce SIQ perpendicolare sul pia- 
no XY, QP perpendicolare ad O.X eQR ad OX', sarà io primo luogo OP=;x, 
f Q=y , MQ=a; e conducendo MR questa retta risulterà perpendicolare 
a OX' , e quindi parallela ad OY' , in guisa che OR=x' , MR.i^i/' saranno 
le coordinate di M rispetto agli assi O.X', OY'. Posto ciò, chiamiamo 0 l'an- 
golo MRQ, che il piano segante Y'OX' {z=hx+ky) fa col piano XY, e con 
9 l'angolo XO.X' che la traccia di detto piano fa con l'asse OX, e sarà 

(t) tan^ = —h:k, coso = — 1 ; l+a'+k*. 

Ora dal triangolo rettangolo MQR, ponendo per un momento QR=i;", si 
à y"=!/'cosO, z~ìj'scnC. D’ altronde fra le coordioate 0? = x , PQ=i/ del 
punto Q, e le altre OR=ee', QR=i;" vi à le relazioni 

z=i'cos(fi-fy"sen 9 , y=t'sen 9 — y"cos 9 ^n “ 173,3," p. p.) 

avendopresoy" negativamente perchè cade nella direzione delle y negati- 
ve;quiudi sostituendo invecediy"il precedente valore avremo finalmente 

(2) i=:x'cos9-l-y'cos0sen9 , v=x'sen 9 — y'cosO cos? , :=y'senO, 

e queste formolo sostituite nella F (x, y, ;)=* daranno l'equazione dell’in- 
tersezione come sopra è dello. 

Applicando queste formolo il) e (2) all'equazione (e) del testo si troverà 
che la curva è un’ellisse, qualunque sia la direziono del piano segante 
che passa pel centro, e quindi d'ogn’altro piano a questo parallelo. 
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238. Se una radice S''=o , la (a) riducesi a Sx‘'+S'y^=L, c rap- 
presenta il cilindro a base ellitlica. 

239. Se due radici, poniamo S', S“ sono nulle, l'equazione (a) è 
della forma Sx^=L, e rappresenta due piani paralleli al coordina- 
lo YZ, come doveva essere (n.“ 218). 

Finalmente se fosse nullo il termine nolo L, la (a) è della for- 
ma Sx’-t-S'y*-t-S" 2 ^=o, e rappresenta il punto x=y=z=o. 

2i0. Dinotando con X, p., v tre angoli tali da soddisfare la rela- 
zione cos*X-(-cos*p-|-cos’v=l, l’equazione (e) è verilìcata dalle coor- 
dinate x^ocosX y=6cosp, ;:=ccosv, e quindi per costruire l’ellis- 
soide basta prendere ad arbitrio due di quei tre angoli e determi- 
narsi il terzo mercè la precedente relazione tra’ coseni, e poi calco- 
lare le coordinate x, y, z con le precedenti formole. 

241. Iperboloide a uma foglia. — Passiamo aU’equazione 


(?) Sx^+S’if-S"z^=L. 

» 

Questa superficie incontra gli assi O.Y, OY, OZ ne’ punii che disia- 
no rispettivamente daH’origine per 

(l)x-±^-^^o, i/=± v/-1=±c \/-l. 


e però incontra realmente l’asse X'X ne’due punti A, A', determinali 
tagliando OA'=OA=a, c l’asse Y'Y nei due 
punti B, B', determinali tagliando OB'=OB 
= 6. L’asse delie :: non rincontra , e non 
pertanto soglion.si segnare su quest’asse le 
due porzioni OC = OC' = c , e si dice che 
AA', BB' sono assi reali della superfìcie, e 
CC' è asse immayinaTio. Perltinto cavati 
dalle (4) i valori di S, S', S” in funzione 
di a, 6, c, e sostituiti nella (?), si è l’equa- 
zione omogenea della superficie . 

y* 



; + 


6* 


-^ = 1 . 


Tagliando questa superficie con piani paralleli al coordinato XI, 
e perciò ponendo z—h, s’ottiene 


( 5 ) 


£c* y* 2* li* 

a» ”6» "c" “c* ’ 


si che le sezioni prodotte da detti piani sono ellissi simili ; la mi- 
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nima {ellisse di gola) è quella prodoUa dallo stesso coordinalo XY, 
pel quale h=o, e gli assi di cotesla ellisse sono 2o=AA.', 2 b— BB'. 
A partire da questo piano, si al di sotto che al di sopra , la sezione 
va ingrandendo indeQnilamente con h, che nella (4) può bene avere 
qualunque valore da — oo a + oo , senza cadere neH’immaginario. 

Tagliando poi la stessa superilcic con piani paralleli al coordi- 
nalo XZ, 0 aU'allro YZ s'ànno per sezioni iperbole simili rispettiva- 
mente a quella che è nel piano XZ, o a quella che è nel piano YZ. 
La sezione prodotta dal primo di questi piani à per assi AA' reale, 
c CC' immaginario, e quella prodotta dal piano YZ à questo stesso 
asse immaginario, e per asse reale BB'. 

Facendo sulla (i,) la trasformazione indicata dalleformole (2) e (1) 
della nota al n.° 234, si trova perequazione della sezione prodotta 
da un piano z = hx + ky riferita a due assi rettangolari posti in 
questo piano 



L(]!l K 




essendo X*=l + /i*-t-fc’ ; d'onde si vede che la seziono può essere 
un’ellisse o un' iperbole, secondo che i cocITlcicnli ha k rendono 

6*A*-f-aVi*-l<o. 

Pertanto la superficie in disamina è, come l'accenna la figura, 
composta d'una sola foglia ìndefìnita, in guisa che si può sempre 
passare da un suo punto a un altro senza mai uscire dalla superfì- 
cie : essa perciò prende nome d'iperboloide a una foglia: 
ì vertici A, A', B, B' della sua ellisse di gola sono pure vertici reali 
della superficie. 

242. Se S=S' è pure o=6, si che le sezioni parallele al piano XY 
sono circoli, c perciò l'iperboloide, in tal caso, è di rotazione intor- 
no all'asse immaginario, e la sua equazione è 


( 6 ) 


"c» 


Quest'iperboloide di rotazione può intendersi generata da un'iper- 
bola che ruota intorno al suo asse immaginario. 

243. Se una delle radici S, S' è nulla , allora la superficie à per 
equazione S'i/*— S"z*=L, o Sx*—S'z‘=L e però è un cilindro a base 
iperbolica, col suo asse parallele all'asse OX, nel primo caso, e pa- 
rallelo all'asse OY nel secondo. Che se poi è S"=o, allora la superfì- 
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eie è pure un cilindro, ma a base ellittica, e il suo asse è parallelo 
all'asse OZ. 

244. Allorché L è nullo, l’equazione (^) diviene 
(7) Sx* + S't/* - S"z* = 0 ; 

e osservando, che secondo le (4) le quantità a, b, c sono proporzio- 
nali alle radici quadrate ^ > P®*" stesso valore di 


L,possiam porre , b=h^-^ , > essendo fcun 

coefficiente costante ; e quindi, prendendo da queste uguaglianze i 
valori di S, S', S' e sostituendoli nella (1) otteniamo l'equazione 


(c) 


x’ y* z* _ 

*"7* ~ ° ’ 


che rappresenta un cono (n.® 186), che 5 per vertice l'origine 0, per 
asse quello delle z, e per basii un'ellisse simile a quella di gola. 

245. Supposto che a, 6, c abbian gli stessi valori nella (c) e nel- 
la (i,), il cono (c) è asintotico duiriperboloide (i|), cioè queste 
due superDcie non possono avere punti comuni che all'inflnito. In 
fatti, per avere i punti comuni a queste due superficie basta sottrarre 
runa dall' altra le equazioni (c) ed (i,) , il che dà l=o, vale a dire 
un piano all'Infinito (n.° 88), dunque i punti comuni a dette su- 
perficie si trovano sopra un piano all'infinito. 

246. Giova anche qui notare che la (^) comprende il cilindro a 
base ellittica, che si à quando S"=o, e quello a base iperbolica, che 
si à quando S o 5' è nullo. Come pure la (7) comprende come va- 
rietà del cono il sistema di due piani concorrenti e reali, se S o S' è 
nullo, 0 pure immaginarii se S"=o. 

247. Ipebboloid'e a due foglie. — Consideriamo finalmente l'e- 
quazione 

(-r) Sx*-Sy-S’z*=^L : 

questa superficie incontra gli assi OX, OY, OZ ne'punti che distano 
dall’origine rispettivamente per 

v'M=±b v/-l , 
z=±\^-^ v/-l=±cv/^. 

ItiiRiM Geometria Analitica 15 
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d’onde si vede clic il solo asse die incontri realmente la superGcie 
è quello delle®, e però tagliando OA=OA'=o, AA.' è l’asse reale della 
superficie; e tagliando parimente OB=OB'=6, e OC=OC'=c, BB'e CC 

sono due assi immaginarii. In- 
troducendo nella (y) i semiassi 
tt,b,c, si à l'equazione omogenea 



(i.) 


X 


a» 6» c* 


Da quest' equazione scorgiamo 1“ che tutti i piani paralleli al coor- 
dinalo YZ, e compresi fra i due — o, x=-l-a, corrispondenti ai 
vertici A', A, dànno intersezioni immaginarie, e però non vi è por- 
zione alcuna della superlicie (i,) che sia compresa fra delti piani 
condotti per A' e A ; ma per ogn' altro piano da x=—co a x——a, 
c da ®=o a ®= + oo , si à sempre per sezione un'ellisse, e tutte que- 
st'ellissi sono simili. Le sezioni poi fatte con piani paralleli al coor- 
dinato XZ, 0 all’altro XY risulUno iperbole simili ; quella fatta dallo 

stesso piano principale XZ à per equazione — = 1 ® P®''^ ^ 

o* c 


per asse reale AA' e per immaginario CC'; e fallra prodotta dal pia- 
no principale XY à per equazione — — ^ ® P®*"^ ® P®® ®®*® 

reale AA', e per asse immaginario BB'. Pertanto la superOcic in di- 
samina è composta da due foglie separate, e ciascuna, partendo da 
uno divertici A o A', s’estende aH’iiifinilo : questa superficie si chia- 
ma iperboloide a due foglie. 

2i8. Quest'iperboloide è di rotazione solo quando i due semiassi 
immaginarii b e c sono eguali, e la sua equazione è 

7/’-r-’ _ n . 
o* ""c^ " ’’ 

l'asse di rotazione è conscguentemente il reale, che qui coincide con 
l'asse OX. Quest'iperboloide di rotazione può bene intendersi come 
generala da un'iperhola che ruota intorno al suo asse reale. 

249. Se nell’equazione (y) una delle radici S' o S" è nulla, la su- 
perficie da essa rappresentala è un cilindro a base iperbolica ; e se 
è nulla la radice S, la superficie è immaginaria. 

250. Se il termine nolo L è nullo, allora l’equazione (y) si riduce 


alla seguente ; 

(c') 


a- b» 
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e rappresenta un cono, che à per vertice l’origine delle coordinate 
ed è asintotico deU'iperboloide(i,);il che si dimostra come al n.‘’2iS. 
Questo cono si riduce a un sistema di due piani reali o immagi- 
narii che passano per l'origine, quando una delle radici S, S\ 5" è 
nulla. 

251 . È da osservare che la (i,) può essere scritta cosi : 



0 pure, potendo scambiare tra loro i due assi delle x e delle z , 


(ì;) 





1 . 


Sotto questa forma essa non dilTerisce dalla (i,) se non pel segno 
del termine noto, per modo che le due iperholoidi avranno per co- 
mune cono asintotico quello espresso daH'equazione (c). 

252. Inoltre come che questa equazione (c) è la sola delle equa- 
zioni trasformale che possa rappresentare un cono, cosi ne segue, 
che qualunque cono di 2.” gr. può sempre considerarsi come un 
cono rello a base ellittica, qual' è il cono (c). 

253. In fine ben riflettendo sulla natura delle tre specie di super- 
fìcie a centro fin ora studiate, non si tarda a riconoscere in esse un 
comune carattere di generazione, ed è che la generatrice è la stessa 
in tutte, cioè un’ellisse variabile di forma e posizione; una direttrice 
è anche la stessa per tutte , ed è una retta su cui scorre il centro 
della generatrice; mentre l’altra direttrice è un'allra ellisse nell'ellis- 
soide, e un’iperbola nelle due iperboloidi : la differenza per queste 
ultime sta in ciò, che nell'iperboloide a una foglia la direttrice ret- 
tilinea coincide con l'asse immaginario, e in quella a due foglie coin- 
cide con l’asse reale dell iperbola direttrice. 

254. Superficie sfornite di centro. — Queste supeificie vaii 
tutte comprese nell'equazione 

(E,) Sx^+S'ij-VÌI^z = 0 : 

ora si posson dare due casi : 1° che S, S' abbiano lo stesso segno; 
2" che abbian segni contrarii. 

Paraboloide ellittica. — Sieno S. S' dello slesso segno, che 
può sempre supporsi il-f, perchè se siali—, si potrà sempre cam- 
biare i segni in tutta l’equazioDe : inoltre possiam supporre che il 
segno di /, sia anche il -h, perchè nel caso opposto, si potrà mutare 


Digitized by Google 


108 ELBaBNTI DI 6BOMBTBU ANALITICA NELLO SPAZIO 

X in - X, e quindi considerare come asse positivo dello x quello 
che era negativo. Pertanto consideriamo Tequazione 

(8) Sx‘+S'2/*=2/,2 ; 

poiché essa manca di termine nolo, la superfìcie che rappresenta 
passa per l'origine 0. Inoltre ponendo /,=S6=S'o e però a=/, : S, 
b—Ii ; S' , la (8) prende la forma omogenea 

(p.) 6x’+ai/*-2a62 : 

da ciò vediamo che le sezioni prodotte dai 
piani principali XZ, YZ sono due parabole 

(P) x’= 2(I2 , (Q) y*=262, 

i cui rispettivi parametri sono 2a e 2b. Fa- 
cendo poi y=k, si à 6x*+ak’=2a6z, e ciò 
mostra che lo sezioni fatte con piani paralleli al principale XZ son 
tulle parabole dello stesso parametro della sezione principale (P), c 
però sono a questa eguali, o ànno i loro assi paralleli ad OX. Inol- 
tre ponendo nella precedente equazione a+h invece di z, c quindi 
facendo 

(a) fc*=2ò/i 

per determinare h, l'equazione suddetta prende la forma x' = 2az, 
e la relazione (a) fa vedere che i vertici delle varie sezioni parallele 
al coordinato XZ sono allocali sulla parabola (Q). Con egual ragio- 
namento si mostra che tutte le sezioni parallelo al coordinalo YZ 
sono parabole eguali alla (Q), c ànno i vertici sulla parabola (P). 

Finalmente, siccome ponendo nella (p,) z^l si à ax'‘+ay*=2abl, 
che è l’equazione d'un'ellisse, cosi si conchiude che le sezioni prodot- 
te nella (p,) da piani paralleli al coordinato XY sono deirellissi, le 
quali a partire dall'origine 0, per cui l è nullo, vanno continuamente 
e indeflnilamenle allargandosi : in 0 l'elissc è questo stesso punto. 
Pertanto la superficie in disamina à la forma accennala dalla figu- 
ra, e si chiama paraboloide ellittica, di cui Oò il vertice, 
e OZ è r asse , il quale è asse comune delle due sezioni paraboli- 
che principali. Il nome dato a questa superficie viene dal perchè 
può considerarsi come generata da un’ellisse, il cui centro scorre 
suH'assc OZ, c s'appoggia sulle due parabole (P) e (Q); ma si può 
benanche considerare come generata da una parabola la (P) p. c., 
che muovesi parallelamente a sè stessa, mentre il suo vertice scor- 
re suU'allra parabola (Q). 


IX 
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255. La paraboloide ellittica è di rivoluzione quando riesce a=b : 
la sue equazione è quindi ®*+j/*= 2 a 2 . 

256. Paraboloide iperbolica— Questa superOcie sià quando nel- 
la (E,) i coefficienti S, S' anno segni opposti. Ora, reso positivo il 
termine 2/,z quando passa al secondo membro, com’ innanzi, la 
(E,) in tal caso può avere una delle forme S'i/*=2/,z , o 
S'y*-Sx‘='ÌJtZ ; ma comechè si può scambiare T asse delle x in 
quello delle y e all'opposto, cosi possiam considerare la sola forma 

(9) Sx^-Sy=2ItZ. 

Pertanto, posto Sb=S'a=I, , da cui 6=/, : S , o=/, ; S', la (9) pren- 
de la forma omogenea 

(p,1 bx^-ay*—2abz , 

dalla quale si deduce quanto segue : 

1. ® La supcrlìcic rappresenlata da quest’equazione passa per l’o- 
rigine. 

2. * Le sezioni principali ne’ piani XZ, YZ sono due parabole (P) 
x^ìaz, (Q) y^—2bz, i cui rispettivi parametri sono 2a, 26 ; Inno 
gli assi coincidenti in direzione con l’asse delle z, ma sono opposti. 

3. ® La sezione principale nel piano XT è il sistema di due rette 

(R) iy\/a=±xv/6 simmetrica- 
mente disposte rispetto agli assi 
XX', YY'. 

4. ® Le sezioni prodotte da pia- 
ni paralleli al coordinato XZ sono 
parabole uguali alla (P), e ànno i 
vertici sulla parabola (Q) ; e le 
sezioni fatte con piani paralleli 
al coordinato YZ sono parabole 
uguali alla (Q), c ànno i vertici 
sulla parabola (P). 

5. ® Le sezioni fatte da piani 
paralleli al coordinato XY sono 

iperbole col centro sull’asse delle z ; però quelle al di sopra del pia- 
no XY ànno il loro asse reale parallelo all’asse OX, e quelle al di 
sotto del dello piano ànno il loro asse reale parallelo aH'nsso OY. 

6.® Le duo rette (R) sono parallele agli asintoti di ciascuna di 
queste iperbole. 

’J." Eliminando z tra l’equazione (p^ d’altra lx+my+nz+h=^o. 
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d' un piano, si Irae l (bx^-ay*)-i-(lx + my +U) = o; quesla equa- 
zione rnpprcsenla un’ipcrbola, sempre che il piano non sia paral- 
lelo all’asse dello z. Ma se tal'è qucslo piano, allora la sua equazio- 
ne è lx+my+h=o , ed eliminando con quest'equazione l' x o l’ y 
dalla (Pi) risulta rispettivamente 

b {my+hy—al^y^-^abl^z , 6m*x’— a {Ix+hy-Sabni^z ; 


ciascuna di queste equazioni rapprescnla parabole con i rispettivi 
assi paralleli all'asse OZ, che è asse della supcrflcie. Pertanto a 
questa superficie si è dato il nome di paraboloide iperbolica, 
perebò può intendersi generala da un'ipcrbola clic si muove paralle- 
lamente a sè stessa, e i cui assi sono le ordinate di due parabole, che 
stanno in piani perpendicolari. E può pure intendersi generala da 
una parabola, la (P), che muovesi parallelauienlc a sè stessa, mentre 
il suo vertice scorre sopra un’altra parabola, la (Q), rivolta in senso 
contrario della prima. Secondo questa generazione, tanto la parabo- 
loide iperbolica, che la ellittica anno generatrice e direttrice della 
stesse specie, cioè duo parabole, che nella paraboloide ellittica an- 
no gli assi rivolti nello stesso senso, e nella iperbolica gli anno ri- 
volli in senso contrario. 

237. Da ultimo è da notare che l'equazione (E,) contiene, come 
si sapeva (n.° 228), il cilindro a base parabolica, che si à quando uno 
de’ coefficienli S, S' sia nullo. 

238. Posto ciò. passeremo a compendiare i crilerii per ricono- 
scere, dal valore e segno de’ coefficienti dell'equazione 


(E) Ax^+Diy+Cz^+I (Dyz+Exz+Fxy)+2 {Gx^ IIy+Iz)+K-o, 

la specie di superficie da essa rappresenta. Pertanto si scriva il 
discriminante 


( 10 ) 




A F E G 

F IS l) Il 

E D <: I ’ 

GHIE 


se questo é nullo, Ui (E) rappresenterà un cono (n."201 ^ Se non 
è nullo, si calcoli il determinatile 


(< 1 ) 


P = 


A F E 
FDD, 
E D C 


il quale è il complemetUo algebrico del termine nolo K. Si calcoli 
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inollre la somma scguenie ; < 

(12) Q=^{Af{-F^)+{AC-E^)-ir{BC-D^) , 

che è quella de’ complementi algebrici de’ Ire eoeffieimli C, B, A 
nel delerminanle P. Si calcoli in fine la somma 

(13) R=A+B+C 
di delti coefllcienli : cosi sarà 

(U) S>-/lS»+(?.S-P=o , 

la cubica (10, 210), c 

(13) L = \:P (21,198) 

il termine nolo neircquazionc 

(16) Sx*+Sy+S"2*-fX,=o 

delle superficie dotate di centro Posto ciò, 

I. — Se P ò diverso di zero: 

1.° la superficie sarà un elliss'oidc, se 

Ì P>o , A<o , 0>o , B>o , 0 se 
P<o , A<o , Q>o , P<o ; 

imperocché la superficie è un ellissoide , quando Lè negativo, e 
le radici della (li) son tulle e tre positive; o pure quando L è po- 
sitivo, c le detto radici sono negative : ora, secondo la regola di Car- 
tesio quelle radici non possono essere tutte e tre positive, se la ( 1 4) 
non presenti tre variazioni, e perciò dev’ essere P>o, Q>o, R>o ; 
nè possono essere tutte tre negative, se la (li) non presenti tre per 
manenze, e perciò dev’essere P<o, Q>o, P<o. Nel primo caso, es- 
sendo P>o, dev’essere A<o, secondo la (13), e nell’altro caso, es- 
sendo P<o, dev’essere anche A<o. 

2.** La sirperflcie è Un’iperboloide a una foglia se L<o, e due ra- 
dici della (li) sono positive; o L>o, e una sola radice è positiva. 

Ora perchè la (li) ammetta due sole radici positive, e la terza ne- 
gativa, è d’uopo primamente che sia P<o, e allora l>o, e inoltre 6 
d’uopo che la (li) presentasse due sole variazioni, il che à luogo se 
Q ed R, essendo diversi di zero, sono entrambi negativi, o pure di 
segno contrario ; che se Q=o, dev’essere R>o, e se R—o, dev’esse- 
re 0<o (*). Perchè poi la (li) ammetta una sola radice positiva 

(•) Non può essere a un tempo Q—R—n, alirìmeute Ia(l4)anmieltercb- 

be radici immaginarie, il che non ò. 


Digitized by Google 



112 


BLBMKFiTI DI GEOMBTBIA ANALITICA NELLO SPAZIO 


dev’essere in primo luogo P>o, e quindi, dovendo essere L>o, dc- 
v’esscr pure A>o ; inollre è d’uopo che la (14) presentasse una sola 
variazione, e ciò non può aver luogo se Q ed R, essendo diversi di 
zero, non ànno segni conirarii; e se Q=o, o pure R=o, Ro Q può 
avere qualunque segno. Pertanto l'equazione (E; rappresenlerà 
zm’iperboloide a una foglia, se 


(18) 


P<o , X>o , 


P>o , A>o . 


0<o, f?^o, 

Q~o, R>o, 

Q > 0 , R>o ; 0 pure 

Q <0 , R<o , 

Q>o, R<o , 

Q = o, R>o , 

0 > 0, i?-o. 


3.° La superDcie è una iperboloide a due foglie se L<o o una 
sola radice della (14) è positiva, o pure se L>o c due radici sono 
positive ; si che ragionando come sopra si trovano le stesse condi- 
zioni precedenti, con la sola differenza che sarà A<o ; quindi l'equa- 
zione (E) rappresenterà un’ iperboloide a due foglie, se 
àn luogo le relazioni (18), con la sola differenza, che invece di A>o, 
sia A<o. 

II. — Se P—o ; in questo caso almeno una radice è nulla. 

1.” So la superficie è una paraboloide ellittica te altre due radici 
della cubica (14), che per P=o diviene 


(19) S*~RS+Q=o, 

devono essere entrambe dello stesso segno, quindi dev’essere Q>o. 
Inoltre siccome i tre binomìi (12) devono essere dello stesso sepo, 
secondo la (a) della nota al n.” 221 che à qui luogo; cosi la (E) 
rappresenterà una paraboloide ellittica, se 

(20) P:=o, AB-F*>o, AC~E^>o, PC-D*>o. 

2.” Se la paraboloide è iperbolica, le radici delia (19) devono es- 
sere di sepo contrario, quindi Q<o , e però la (E) rappresenterà 
una paraboloide iperbolica, se 

(21) P^o , AB-F^<o , AC-E^<o , BC-D^<o. 

4." La(E)rapprc8cnterAun cilindro a base ellittica, so le due 
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radici della (19) ànnò lo stesso segno, cioè se Q>o, e inoltre se due 
qualunque delle tre equazioni cbe determinano il centro si riduco- 
no a una sola, cioè se due delle tre prime linee parallela del discri- 
minante i risultano multiple, o, in generale, se una di quelle linee 
è conseguenza delle altre due. Questo cilindro può talvoita ridursi 
a una retta, o scomparire affatto, secondo che la base del cilindro 
si riduce a un punto o diviene immaginaria. 

5.® La (E) rappresenterà un cilindro a base iperbolica, 
se le due radici della (19) sono di segno contrario , cioè se 0<o> ® 
inoltre due parallele del discriminante A sono multiple. Questo cilin- 
dro degenera in due piani che si tagliano, quando la base degenera 
negli asintoti. 

5.® La (E) rappresenterà un ci 1 i nd ro a base parabolica 
se due radici della cubica (14) sono nulle, cioè se P=o, Q—o, il che 
à luogo se nel discriminante A sia 

A:F:E = F:B:D = E:D:A. 

Questo cilindro può degenerare in due piani paralleli disgiunti o 
coincidenti, o finalmente immaginarli , secondo che la parabola si 
riduce al sistema di due rette parallele disgiunte, coincidenti, o im- 
maginarie. 

Esempio I. — Sia data l’equazione 

ICx*— 24yr-l-24a:z-l-16a;-f6y+20z+3=o : 

calcolandone il discriminante si trova che è nullo, indipendente- 
mente da qualunque particolare relazione tra i coellicienti, e però 
la superficie rappresentala dalla proposta equazione è un cono. 
Le equazioni che ne determinano il vertice sono le derivate 

4x+3z-t-2=o , 34y-(-12z-3=o , 12x-12y-’Iz+10=o , 

e riferita la superficie a questo vertice la sua proposta equazione 
prende la forma 

16x*— 34y*-7z’— 24yz+24xz=o. 

Esempio II. — Il luogo geometrico dell'equazione 
Ax^+By^+Cz^+ìDiiz+ìExz-^^Fxy—o 

è un cono ; perchè per quest’equazione trovasi verificata la condi- 
zione A— 0 . Il vertice di questo cono è l’origine, poiché è dato dalle 
tre derivale parziali 

Ax+Ez—o , By+Dz—o , Cz+Fy=o , 

Rubini. Geometria Annliiicu 16 
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c queste tre equazioni appartengono a tre piani die passano per l'o- 
rigine. 

Ksempio III. — Abbiasi l’equazione 

(22) 7x*-fCy*-t-5z’-ly;-4a;i/-f2x— 1=0 : 


avremo in questo easo 

A=-188<o, P=162>o. (? = 99>o, i? = 18>o, 

quindi il luogo dell'equazione data 6 un'ellissoide (11, 1). Inoltre la 
cubica in S sarò 

(23) S^-l8S'‘+99S-162 = o, 

188 94 

e à per radici S=3, S=6, S=9; in fine L=A; P--rrr\ = - in ! 

1U6 O I 

laonde l'equazione dell'ellissoide riferila agli assi sarà 
xH2y*-i-3z* - = 0 . 

Per determinare questi assi, osserviamo che le equazioni d’una 
corda parallela a uno di essi sono le (1, 208), cioè 

(24) M+Fm+En~Sl , Fl+Btn-\-Dn=Sm , El-^DnHCn=Sn: 

ora per avere le direzione corrispondenti ai tre assi , converrà in 
questi equazioni porre successivamente ciascuna delle radici 3, C, 9 
della cubica (23) in luogo di S, c invece di A, B, C, ec. i coelhcicnti 
della data equazione (22) : cosi si ànno i tre seguenti sistemi 

(23) 2l=m-n , l=2m=-n, i=-Tn=2n, 

che molliplicali per p, e supposte le corde rappresentate dalle (24) 
passare per l’origine, nel qual caso /p=x, wip=y, np-z, divengono 

ìx^j-z , x-'ìy——z , x=-y=22 ; 

questi tre sistemi di equazioni rappresentano tre rette parallele agli 
assi, condotte per l’origine ; ma gli assi devono passare pel centro, 
quindi bisognerà determinare questo punto, il che s’ottiene forman- 
do (n.° 191) le tre derivate di 1“ ordine della (22), cioè 

7x-2y-t-l=o, -x+3y— 2=0 . -2y-|-32=o , 
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13 5 2 

dalle qualisiricavao;=— ^ , y~--^ , 2 =-^ , c son queste le 

coordioale del centro della superfìcie ; laonde gli assi avranno per 
rispettive equazioni 


2 






[y-w 



( ^ ^ 

/ 2 \ 



II 

1 

+ 

3 . 

/ 13\ 


i / 2 \ 

-1- 

Il 

1 




e poiché i piani principali passano anche pel centro , c sono ri- 
spettivamente perpendicolari a questi assi, le equazioni di detti pia- 
ni saranno 


(26) 


( x - 1 - + 2 ( 1 / + -^) 2 ( z - l -| j ) = 0 


Per altro queste equazioni de' piani principali si possono in altro 
modo ottenere, osservando che l'equazione d'uno di essi è 

(Dp) S (Ix+ìny+nz) + Gl-\-IIm+In=o (n.“ 222; : 

ora alla radice S = 3 corrisponde la prima relazione (23), che dà 
t=Jn, m-n-, e poiché n*= I , cosi sostituendo i precedenti 

valori e riducendo si iroverà n— ’ , quindi m=5, 1=5- ; d’altronde 
secondo l'equazione data (22), G=l. Il=J=o, quindi sostituendo 
tutti questi valori nellatDp) si troverà per equazione d un piano prin- 
cipale 

a+2i/-i-23-l-^=o ; 

e similmente operando per la radice S^-6, alla quale corrisponde la 
seconda relazione (23), e per la radice S=9, alla quale corrisponde 
la terza relazione (23), si troveranno per equazioni degli altri due 
piani principali 

1 2 

-2a;-y+2z4--2- = o, 2x-2i/-r;:-f -7^=0 : 
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or queste tre equazioni sono identiche alle tre (26), come doveva 
essere. 

Ese.mpio IV. — Sia data Icquazione 
(27) 7x--13iy*+6:;*+12ì/z-l2x:+24a;i/+6x-2i/-60-o : 

abbiamo in questo caso 

A^124136>o, P=-201)8<o, (?^-34.1<o, R=o , 


quindi (18, 1) la supcrlìcic dell'equazione data ò un'iperboloide a 
una foglia. Nel tempo stesso si à per l'equazione cubica in S , 

(28) S*-343à’»+2058=o , 


1241 .”2 20692 

che ù per radici 7,14,-21; inoltre 1=4 : P = — ■7()58 '~~ 

laonde l'equazione deU'ipcrboloidc riferita agli assi prenderà la forma 


X» f2i/»-3z* 


29, ‘i6 
343 ■ 


Ponendo nelle (24) in luogo di A, Jì, ec. i loro valori secondo la 
proposta equazione (27), e invece dì S una per volta le radici 7, 14, 
-21 della (28), si anno, come ncU'eserapio prece., le equazioni 

3x-z =0 , 2y— z=o , 3x— 2i/=o ; 

7x-12y+6z=o , 4x— 9y+2z=o , 3x-3y+4z=o ; 

14x+ 6iy-3z=o , 6x+4y+3z=o, 2x— 2y— 9z=o ; 

le quali con eliminare ora y ed ora x tra le prime due del secon- 
do sistema, e facendo altrettanto fra le prime due del terzo sistema, 
divengono 


3x— 2 = 0 , 2y- 2=0 ; 

x+22=o , 3y+22=o ; 

2x-3z=o , y+2z=o ; 

e rappresentano tre eorde principali coniugate che passano per l'o- 
rigine. Si che per aver gli assi bisognerà trovare il centro della su- 
perficie, il quale si à prendendo le tre derivate parziali di 1“ ordi- 
ne della (27), che sono 


7x-Hl2y-62+3=o , 12x-13y-i-62-l=o , -x+y+z-o , 

,, 39 !ia 16 j- I j 1 I • 

e dànno > y=- 5 Tz> per coordinate del centro; si 

o4i5 óiró 
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die le equuzioni degli assi saranno : 



/ 39 \ 





3 

(” + 3-43) 

- ("-3-43)=°’-' 

(,^■^343) 

- ( 

343^“' 


/ 39 N 


/ 55 \ 

1 +2 

/ 16\ 

1 



iy + m ) 

r 143) 

2 

/ 30 \ 

l^ + 3T3j 

1-3 (--Ji) =0, 
\ 343/ 

55 

’^ + 343 

+ 3 



e le equazioni de’ piani diametrali principali saranno 


II 

^x-l- 

39 \ 
343 J 

4< 


2| 

^x-f 

39 >> 
34lJ 

'4' 


3 

Y ' 

^x + 

39 N 
343/ 

1-3 

(^ + 3T3)'^(“ 343)-"- 


Esempio V. — Il luogo geometrico dcllcquazione 
Dyz+Exz+Fxy+K=o , 

essendo D, E, F positivi e K positivo o negativo, è un'iperboloide 
a una foglia, perché in questo caso P=^2I)EF, 1 = 2KDEF, Q<o, 
J?=o. Il centro di questa superficie è l’origine. 

Esempio VI. — Sia data l’equazione 

(29) 3a:’+j/*+2z*+i2x+2xi/+2x-li/+2:;+6-o. 

Abbiamo in questo caso P = o, Q=2G, B=6, onde la cubica in S è 
S’-6S‘+26S = o, 

si che una radice S è nulla, e le altre due sono dello stesso segno 
cioè S'—3+ \/3, S"~3—\/3, quindi il luogo della data equazione ò 
una paraboloide ellittica (II , 1°), e qucU equazione si riduce alla 
forma 

(3+ v/3) x*+(3- v/3) if=2I,z (9, 256) , 

e il coellìcicnte /, può essere agevolmente calcolato come fu avver- 
tito al n." 227 ; imperocché in questo caso il discriminante A è un 
quadrato, e propriamente è = (2 v/'2)*=8, sì che essendo 6 il pio- 
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dolio delle radici S', S", avremo C/J=8 , e quindi = 
linalmcnlc l’equazione della paraboloide sarà 
(3+v/3)x‘+(3-s/3) = 

llesla ora a determinare gli assi ai quali è riferila quest' equazio- 
ne : per ciò osserviamo clic le equazioni (24) insieme con l’altra 
l’+m’-t-n*=l , soslilucndovi per A, B, ec. ì coefllcienli rispettivi del- 
la proposta (29) danno 


Ì pcr S = o , 

), S = 3-f\/;j, 
» S = 3— v/3 , 


v/3’ 

»l-7 

1 -- 

1 

73’ 


l + v/3 

v/10 

, m = 

2 

1 

10 

11 

v/10 

l+v/3’ 

l-v/3 

rii = 

2 

1 

2 

v/io ’ 

v/IO 

l-v/3’ 

77) 


sì che le equazioni de’ tre assi, compresi nelle equazioni generali 
X-Xo l i/-Vo 

» — — _ — sono le scguenii : 

z-z„ n z-Zo n 

x-Xo = - (z-z„) , y-ìjo = (2-Zo) ; 

X Xq = 2 (z Zo) * y I/o — (2"|- v/3) (z Zq) , 

2c-£Co = (--■Zo) , y-Vo = (2- v/3) (z-Zo) , 


in cui x„, I/o, Zo sono le coordinale della nuova origine, che sono 
date dalle formole (18,226) 

_ G, _ II, G]S’+inS'-KSSr 

•Co— ? I/o — gf/ > Zo I,S'S" 

essendo (3,22 i) ^ 

, //j— G/ij4 //nij-r/Oj . c /| "^7^* 

Ora per avere G, bisognerà porre in luogo di /, , ni, , n, i valori 
di 1, ni, n (30) eorrispondenli alla radice S'=3-l- v/3; e per avere J/, 
si dovranno soslituire ad it, nij, iij i valori di 1, ni, n corrispon- 
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denti alla radice S"=3 — v/3 ; cosi si trova dopo facili riduzioni 

, v/2 1+2 v/3 „ _ v/2 1-2 v/3 

v/3 ' l+s/3 ’ ' v/3 ’ l-v/3 ’ 

e sostituili questi valori c quello di /, non che quelli di S' ed S" 
nelle coordinate del centro risulta 

v/1 9-4 v/3 _ 1 9+4 v/3 _ _ 1 63 

v/3 ’ v/3’ v/3 ’ 60 ”73 

Si noli che il valore I, si poteva benanche trarre dalla formola 

. (3,224) 

ponendovi invece di I 3 , nij, ?ij i valori di l, m, n corrispondenti 

2 

alla radice S—o (30): cosi si trova 1,= -j- , come sopra. 

V «> 

Crediamo questi esempli più che suillcienti a mostrare la pratica 
neH'applicazìonc delle formole spiegate negli articoli precedenti. 

CAPITOLO IV. 

Proprietà delle superficie di secondo grado. 

ART. I. 


Plano polare ; plano (anfrenle ; normale. 


239. Sia, in forma omogenea, 

(E.) F (X, y, z, v) = 

Ax'+Jìy^-i-Cz*+2 {Dijz+Exz+Fxy+Gvx+nvy+Ivz)+Kv*=o 


l’equazione d’una superficie di 2“ grado. Sappiamo che se (x, y, 2,)> 
(Xj y, Zt) indicano due punti in coordinale non omogenee, quelle 
d’un punto (xyz) preso sulla congiungenlc i due primi , e le cui 
distanze da quelli stanno nel rapporto p : v, sono (9, 41) 


(I) 


x = 


VX,+iAX; 
P+V ’ 


'•yi+i^Wi 

y- ,,+v ’ 


|A+V ’ 


che, ponendo 


[X+V 


^1, 


(X+V 


= X, e perciò X = |x : v , divengono 


(2) x=x,+Xx, , y=y,+Xy, , z=z,+XZj: 
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volendo ora adoperare coordinale omogenee devonsi dividere x. y,z 
per V, e consegiientemenle i secondi membri per un' espressione 
della forma 

l’ertanlo se P, (x,y^z^v^) , Pi(.Xj i/, -j v,) sono due punii dali, e 
M (xyzv) un punlo preso dovunque sulla congiungenle P,Pi, sarà 

(?.) x=x,+Xa:, , y-!/,+Xi/i , z= 2 ,+Xz, , r=:r,+Xt:, , 

essendo X una coslanle, che dinoia il rapporlo p. ; v dei semmenti 
MP, , 51P,. 

Poslo ciò, poniamo che M sia il punlo della dala superficie ; al- 
lora le coordinale (3) dovranno soddisfare (E,), e però avremo : 

(4) F,+2 F,jX+FjX’=o , in cui 

r 2 F, =F(x,, y,, D,)=aJiFx,+yiF'»,+^|F':,+«if'r, . (*) 

(5) I 2 F, =F(x, , y, , , Uj) = XjF'^^+y,F'j,^+::,F'j,-H) 5 FVj ^ 

( 2 F,j=x,F'^^+yjF',^^+::jF',,-fu,F'„|. 

L'equazione (4) essendo di 2" gr. rispello a X darà due valori X', 
X'', reali o iminaginarii per quell'ignola, i quali corrispondono ai 
due punii M, M', parimenle reali o immaginarii, in cui la rclla P,Pj 
inconlra la superficie (E). Indire, slando al superiore significalo di 
X, il rapporlo X' : X" è l'anarmonico de' qualiro punii P, , P, , M, M' , 
e sarà armonico se X'=— X", cioè X'+X"— o ; il che avviene se F,j , 
o sia 

(6) a3,F',,-f y,F'^i+ZiF',,4-i'sF; =0 : 

perlanlo è questa la condizione perchè ijmnti P, (x, y, z, v,) , 
Pj (xj y, Zj Vj) sicno coniugati armonici rispetto ai due punti in 
cui la congiungcnte P,Pj incontra la superfìcie di 2° gr. F—o. I 
punii P, , Pj si chiamano poli armonici della superficie. 

Giova nolare che l'equazione (6> resla immolala scambiandovi 
gl’indici 1 c 2, come può agevolmente vedersi sostituendo in luogo 
delle derivale F' i loro effollivi valori, il che darà un polinomio sim- 
inelrico rispello ai due sistemi x, y, u, , Xj y, Zj r, ; laonde la (6) 
può essere scrina benanche cosi : 

0) *ioF'x,+!/iF’'»,+2|F''rj+«iF'tj='>- 

(*) Veggansi i n.' 38'i c 387 del Complemento agli elemetili W Algebra. 
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Se nella (6) in luogo delle coordinate particolari x^, y^, 
poniamo le variabili x, y, z, v, quell'equazione diviene 

(Pi) ®F'*,+yF',,+zF'j,+oF', =0 , 

e indica che il punto P, (sc,i/,z,v,) e il punto qualunque f{xyzv) 
sono coniugati armonici dei due punti in cui la congiungente P,P 
incontra la superficie : ora la (P,) è di l** gr. rispetto alle coordinate 
X, y, z, V, quindi il luogo del polo armonico d' un punto dato ri- 
tpello a una superficie di 2° gr. è un piano : questo piano si dice 
polare del punto P,, e questo punto si dice polo del piano (P,). 

260. Se le coordinate non sono omogenee, siccome per ridurre 
l’equazione omogenea (E,) alla non omogenea 

(E) Ax*+By*+Cz*+2 (iyyz+Exz+Fxy)+2 (Gx-i-Hy+Iz)+K-o 

convien porre v=l nella (E,), così si passerà dall’equazione omoge- 
nea (P,) alla non emogenea, ponendovi v=r,=l , e s’avrà in questo 
caso 

/ps ( (Ax,+Fy,+Ez,+G)x+(Fx,+By,+DZt+B)y 1 _ ^ 

I +(Ex,+Dy,+Cz,+I)z+ Gx,+Hy,+Iz,+K j 

261. Se il polo (X, y, z,) è l’origine delle coordinate l’equazione 
del suo piano polare sarà 

(8) Gx+IIy+Iz+K=o ; 

quindi se l’origine è il centro della superficie, siccome allora G=H 
=1=0, l’equazione del piano polare diviene K=o, che rappresenta 
un piano all’infinilo ; laonde it piano polare del centro d' una su- 
perfide di 2® gr. è alFinfinito. 

262. Dividendo la (P) per x, , e quindi ponendo x,= » , s’ottiene 
ilx-t-Fi/+Ez-t-G=o ; or quesfè l’equazione d'un piano che passa pel 
centro della superficie (6, 191), quindi, reciprocamente alla propo- 
sizione precedente, il piano polare d'un punto all'infinito passa 
pel centro delle superficie. 

263. Se la superficie è un cono , l’equazione (P) è verificata per 
qualunque sistema di valori x, y, z, purché x, , y, , z, sieno le coor- 
dinate del vertice del cono, il che risulta paragonando le (26. 20t) 
con la (P), quando in questa si ponga x„,yo, z, invece di x, , y, , z, . 
Per altro il sistema x=Xo, y=ya , z=z» dev’essere escluso, perchè 
per questo sistema la (P) riducesi all’equazione indeterminata o=o. 
Pertanto si à la seguente proposizione : tu un cono di 2® gr. i pia- 

Rubini Geometria Analitica 11 
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ni polari di qualunque punto dello spazio, escluso il vertice, 
passano pel vertice. 

264. Se neH'equazione (P,) del piano polare del punto (x,y, 2 ,t),) 
poniamo in luogo di x, y, z, v le coordinale Xj, y,, z,. v, d’un punto 
dello slesso piano, quell'equazione è veriflcata, e prende la forma (6). 
la quale può scambiarsi con la (1 ) : or quella (7) dinota che il piano 

polare del punto (x, y, z,) passa pel punto lx,y, z,v,); laonde se un 
punto si muove in un dato piano, il piano polare di questo pun- 
to si muove anch'esso passando sempre pel polo del piano dato ; 
0 , in altri termini, i piani polari de' diversi punti d’un piano pas- 
sano pel polo di questo piano. 

Quindi se due piani Q, Q’ sono polari rispeltiTamente di due pun- 
ti N, N' , la loro intersezione (Q, Q') è il luogo de’ poli de’ piani con- 
dotti per la reità NN' ; reciprocamente questa retta è il luogo de’ poli 
de’ piani condotti per l’inlersezione (Q, Q'). Le due rette NN' e (Q, Q') 
per questa loro proprietà si dicono polari reciproche rispetto 
alla superficie. 

263. Sia, in forma omogenea, 

(9) sx+fi/+uz+wo=o 

l’equazione d’un piano : questo sarà polare d'un punto (x, y, z, u,) 
se l’equazione (9) è identica alla (P,) ; il che avrà luogo se 

s t u w , 

F' — F' ~ F' “ F' “ ^ ’ 

d’onde ricaviamo le relazioni 

s = kF'.^ , t = kF',^ , u = kF',^ , tF = kF',^ . 

che serviranno a determinare le coordinate del piano polare in fun- 
zione di quelle del polo, quando k sia determinato : ora è facile scor- 
gere che dev’essere k=J^; imperocché secondo l’equazione (P) i 
coclhcienli di x,y, z e il termine noto sono le metà delle derivate 
F'^^ , ec. ; laonde avremo definitivamente 

s = iF'., < = }F',, u = l-F',, w = iF'„ osia 

Ì /tx -I- fy H- £z + Gr = s , 

Fx + By + Dz+Hv = t , 

Ex -i- Dy + Cz + Iv =u , 

Gx + Dy + lz + Kv=w, 


(IO) 

Oi) 
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avendo soppressi gl'indici per più generalilà. Ua quelle equazioni, 
essendo dato un piano (s(utv) possiamo ricavarci, aH’opposto, le 
coordinate del polo (xyzv). 

2()G. Ricavando da queste equazioni lineari i valori di x, y, z, v 
s'avranno per queste incognite delle espressioni anche lineari io (, 
u, V, w, le quali espressioni sostituite nella funzione omogenea 
F(x, y, z, r) daranno una nuova funzione omogenea f(s, l, u, w) , 
che è detta reciproca della F, è auch' essa del 2° grado come 
questa funzione F, e a questa funzione si riduce quando per s, 
t, u, w rimettiamo i loro valori (10). Per modo che sarà 

(12) f(s, t, u, w) = F(x, y,z, V), 

quando sì considerano nel tempo stesso le relazioni (10). E siccome 
pel teorema d' Eulero (C. A. n.® 386). 

(13) F (X, y, z, V) = 1 xF', + \ y¥\ + i + I uF', 

= sx + ty + uz wv , (tO), 

si à henanchc 

(14) i{s,t,u,w) = sx+ly+iiz+wv. 

267. Posto ciò, ecco come l'illustre Hbsse trova, in forma di de- 
terminante la funzione reciproca f. Sia -1, e s'introduca questo 
fattore nelle (1 1) e nella (13) cosi da formare il seguente sistema : 
Ax+Fi/-|-£ 2 -|-Ge +sk =o , 

Fx +By+Dz+Hv +lh =o , 

Ex-hDy+Cz+Iv +uk=o , 

Gx+By+Iz +Kv+wk-o , 
sx +ty -f-uz+HM)+Ft=o , 

in cui F sta in luogo di F (x, y, z,v): e considerando le cinque 
quantità x, y, z, v, k come altrettante incognite che devono venti- 
care queste equazioni, devesi avere la condizione 

AFE G 8 
F B D H l 

£ D C / « — 0 , , 

GUI Kw 
8 t u w F 

e da quest'equazione ponendo F-t-o invece di F, e poi spezzando il 
determinante in due (E.A. n.° 658) s’ottiene 

AF EG 8 
FBDH t 

A.F-t- E D C I u — 0 , 

G HI Kw 

8 t UW 0 
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essendo À il discrimiDante (23, 198), cioè 


(15) 


AFEG 
F SDII 
EDC I 
GUI K 


Ora la funzione F, quando viene espressa per mezzo delle coordi- 
nale del piano, devesi in virtù delle stesse (11) ridurre alla recipro- 
ca f, quindi avremo finalmente 


( 16 ) 



AFE G 8 
F BDH t 
E DCI u 
GUI Kw 
a t uvf 0 


268. Se si risolvono le equazioni (11) si trova, com'è noto. 



8 FEG 

1 

FEG 8 

1 

t BDH 

1 

BDHt 


hD CI 

1 

DCIu 


wU IK 


HlKw 


ma questo terzo membro è il complemento algebrico di s nel deter- 
minante (16), sia che si consideri questo determinante secondo gli 
elementi deH'ultima orizzontale o deU’ultima verticale, e siccome il 
complemento algebrico d'un elemento è la prima derivata del deter- 
minante presa rispetto a queU'elemento, cosi derivando la (16) ri- 
spetto ad 8 avremo 

FEG 8 
BDHt 
DCIu ’ 

UIKw 

quindi sarà x=^ T, : e ragionando similmente per le altre tre coor- 
dinate y, z, V, avremo 

(17) x = ir,, y = \f,, z = n't<. 

le quali formale servono , reciprocamente alle (10) , per avere 1} 
coordinale del piano polare. 

269. Non è inutile finalmente osservare come la funzione f (16) ri- 
torna alla funzione F, rimettendo per s, t, u, v le loro espressioni (11): 
in fatti daU'ullima verticale del determinante (16) togliamo la prim i 
moltiplicata per x, la seconda per y, la terza per z, c la quarta per 
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V, e tenendo presenti le (H) e la (13) risulla 



AFE Go 
FB DUO 
EDC I 0 
GUI Ko 
s t u v¥ 


A 


A.F = F. 


270. Se il polo P (x, i/i z, v,) sla nello stesso piano polare, allora 

l’equazione (P,) dovrà esser veriGcata ponendovi x, , , z, , v, in 

luogo di X, y, z, V, e si à 

®i F'*, + yt + z, F'j^ + V, F'„^ = 0 ; 

ma pel teorema d’EuLESo il primo membro di quest’ equazione è = 
2 F (x, , j/, , z,, t),), quindi F (x, , j/i , z, , v,)=o , cioè il polo P in 
questo caso è un punto della superficie. Ora se nello stesso piano 
polare prendiamo un altro punto R qualunque, i due punti P ed R 
saranno due poli armonici della superficie (n.° 239) ; e perciò la 
retta PR deve incontrare la superficie in due punti coniugati armo- 
nici di P ed R; ma uno di detti punti d’incontro è lo stesso P, quindi 
il coniugato armonico di R deve anch’esso coincidere con P ; laonde 
nel caso che si considera la retta PR à di comune con la superficie 
due punti coincidenti, e per ciò si dice tangente nel punto P. 
Ora il punto K era un punto qualunque del piano polare di P, quin- 
di cotesto piano polare è il luogo delle tangenti condotte alla su- 
perficie per lo stesso punto P di questa superficie : un tal piano si 
dice tangente la superficie; e il punlo P si chiama punto di 
contatto. 

271. Segue da ciò che la slessa equazione (P,) [o la (P)] rap- 
presenta il piano polare del punto (x, y, z, v,) [ o (x,y,z,) ] 
quando questo non sla sulla superficie; e rappresenta il piano 
tangente quando il dello punto sla sulla superficie. 

E inoltre paragonando la (P) con la (4,205j si conchiude che U 
piano tangente una superficie di 2® gr. è parallelo al piano dia- 
metrale coniugato del diametro che passa pel punto di contatto. 

272. Nel caso del piano tangente, dinotando, più generalmente, 
con X, y, z, v le coordinale del punto di contatto, esso devono sod- 
disfare r equazione F=o della superficie; e poiché se s, 1, u, w sono 
le coordinate del corrispondente piano tangente , devesi avere 
F(x,y, 2 ,v)= f (s, 1, u, w), cosi in questo caso avremo benanche 

(18) f (s, 1, u, w) = 0 . 


Digitized by Google 



12G 


BLBnBNTI DI GBOMBTBIA ANALITICA NELLO SPAZIO 


Cotesta equazione rappresentala superficie di 2° grado in 
coordinale del piano: iniperocchft per ogni sistema di valori 
8, (, u, w, che soddisfa la (18) si à un piano, il quale è tangenlc la 
superficie F=o ; sì che questa stessa superficie, che può essere co- 
struita assegnando i diversi punti, le cui coordinale verificano l'e- 
quazione F (X, y, z, v)=o, può essere costruita assegnando i diversi 
piani, le cui coordinale verificano la (18). 

Segue da ciò e dal n.“ 261 che essendo la (E,) Tequazione della 
superficie di 2® grado in coordinate del punto, l'allra 


(19) 


AF E G 8 
FBDU t 
EDO lu 
G II I K (0 

S l U W 0 


= 0 


è quella delle stesse superficie in coordinale del piano. E da que- 
st’equazione omogenea si passa alla non omogenea ponendo w=l. 

213. Siccome il piano tangente una superficie contiene tulle le 
tangenti condotte a questa superficie pel punto di contatto ; e poi- 
ché due rette concorrenti bastano per determinare la posizione d'un 
piano, cosi volendo per un punto M d'ima superficie condurle il 
piano lungcnle. basterà menare per quel punto due tangenti la 
superficie, e il piano di queste rette sarà il cercalo. 

Se pel punto M passa una retta che giace per intero sulla superfi- 
cie, allora quella reità sarà tangente di sé stessa, e basterà condur- 
re pel punto Jf, sulla superficie, un altra linea qualunque e menarle 
la tangente. Questo caso à luogo nelle superficie rigale (n.® 183). 
In queste specie di superficie il piano lungi nle in un punto è 
tangente in ogn altro punlo della generatrice rettilinea, che pas- 
sa pel primo. Dimostreremo questa proposizione pc'coni c cilindri; 
e però sia M un punlo d'una superficie conica ( o cilindrica ), e si 
meni per questo punlo la corrispondente generatrice retiilinea 
VM, e la direttrice AMN, la cui tangente sia 
MT : il piano tangente in H conterrà le due 
rette VM, MT. Sia inoltre A'M'N'una sezione 
qualunque parallela alla AMN; il piano tan- 
genlc ìnM'conterrà benanche VM c la tangen- 
te M'T' alla curva A'M'N'. Per VMsi faccia pas- 
sare un piano VMN il quale tagli la super- 
ficie seconda un altro lato VN, e i piani 
AMN , A'M'N' secondo due rette parallele 
MN, M'N'. Ora se il plano VMN sì fa ruo- 
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tare intorno al lato TH, in modo che il punto N s'accosti indcrinila- 
mente al punto III, anche N' s'accosterà indcGnitainente ad M', e le 
rette MN, M'.\' continueranno a stare nello stesso piano ; e quando 
finalmente N viene a coincidere con M, e nello stesso tempo N' con 
M', le seganti MNj M'N' prendon le posizioni delle tangenti MT, MT, 
le quali saranno perciò anch’csse nello stesso piano rotante, che in 
questa posizione diviene tangente in M ed M', perchè in ciascuno di 
questi punti contiene le tangenti a due linee per esso condotte sulla 
superficie. 

274. Nelle superficie di rotazione il piano tangmle è perpendi- 
colare al meridiano che passa pel punto di contatto. In fatti se H 
è il punto di contatto, basterà per assegnare il piano 'tangente, con- 

^ \x durre per M le tangenti MT, MT' al meridiano c 
y al parallelo, che passano per quel punto ; ma la 
tangente MT',cssendo perpendicolare al raggio CM, 
che sta nel meridiano AMD, e trovandosi nel pa- 
I I' I rallelo DME, che è perpendicolare al meridiano, è 
\ \ j / j pur essa perpendicolare a questo piano ; onde il 
piano tangente TMT' è perpendicolare al meridia- 
B no AMB, che passa pel punto di contatto. 

275. Siccome per ogni dato sistema di valori a, p, f, S di s, t, «, w 
l'equazione (19) dà un piano tangente la superficie di 2° grado: cosi 
è chiaro che 

A FE G OL 
F BEH p 

(20) E DC I y =0 
Gli I Kh 

a ? Tf S 0 

è la coìuiizione perchè un piano 

«z+py+fz+Sv^o 

sia tangente la superficie di 2° grado, la cut equazione è la (Ef), 
0 anche la (E). 

Se il piano tangente deve passare pel punto dato (as, z, u,! l'e- 
quazione (P,) dev’essere verificaia da questo sistema di valori ; allora 
, V, sono le coordinate dcU’ignoto punto di contatto, e di- 
notando queste con x, y, z, v, e le prime con x, , j/, , z, , v, , la 
delta condizione sarà espressa da 

f'x + !/i F'i, + Zi f P'» = °’ ° P“‘‘® 

(21) X F'^, + y +2 F',, -i-o F',,=o; 
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nel tempo stesso dev'essere 

(22) F (X, y, z, v) = o. 

Cotesle due equazioni serviranno a dare le coordinate — , — , — 

V V V 

dell'ignoto punto di contatto; e poiché queste incognite sono tre, i 
loro valori restano indeterminali, onde si conchiude che per uno , 
stesso punto dato fuori d'una superficie di 2° grado, si possono 
condurre a questa superficie infiniti piani tangenti. 

Tutti questi piani formano un cono, che à per vertice il punto dato 
(x, y, z, t’,), e che si dice circoscritto alla superficie ; esso à di 
comune con questa superficie tulli i punti di contatto de' nominali 
piani tangenti, i quali punti si ànno dalla risoluzione delle dette 
equazioni (21) e (22). 

Ora osserviamo che invece di risolvere algebricamente dette equa- 
zioni, per avere i detti punti di contatto, si possono costruire i luo- 
ghi geometrici di quelle due equazioni, uno de' quali è la stessa su- 
perficie di 2” gr. e l'allro (21 ) è un piano. Da ciò concludiamo che 
la linea de' contatti d'uncono circoscrUto a una superficie 
di 2® grado è piana. 

Se il piano dev'essere tangente e passare per una retta 
(r) x=oz+p , y=bz+q , 

allora all'equazione (20) bisogna aggiungere le altre due (n.® 125) 

(23) aa+bp-l-CY=o , pa+q?+S=o ; 

cosi si ànno tre equazioni che , in generale , determinano i valori 

de' rapporti ~ . -I- , 4-, e quindi l'equazione del piano che passa 
0 0 0 

per la retta (r) ed è tangente la superficie di 2® grado. E comechè 
le equazioni (23) sono di 1® grado rispetto ai detti rapporti, e la (20) 
è di 2® grado, cosi il problema ammette due soluzioni reali o imma- 
ginarie ; laonde per una retta si possono condurre due piani tan- 
genti ad una superficie di 2® grado, e solo due. 

276. Applicando l'equazione (P) a casi particolari, abbiamo che 
se l'equazione della superficie à la forma 

Ax^+By^+Cz^+ilz+K-o , 

l'equazione del piano tangente nel punto (x, y, z,), o del piano po- 
lare di questo punto ò 

(24) Ax,x+By,y+(Cz,+/)z+/z,-t-K=o. 
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Per le superfìcie a centro, la cui equazione ò 




= 0 , 


l’equazione del piano langcnle nel punto (x, y, z,), o del piano po- 
lare di questo punto è 


(25) 


^ b'- 


E finalmente per le due paraboloide, la cui equazione è 
bx*+ay*—2abz =o , 


l'equazione di detto piano è 

(20) 6x,x-faj/,j/-o6fz+z,) = o. 

271. Abbiamo detto che una retta è tangente una superficie quan- 
do cà con questa due punti di comune e coincidenti. Sicno ora 


(r) 


_ y-Vt _ , 
' ' — , — » 
a b 


z, = p 


le equazioni d'una retta condotta per un punto (x, y, z,), ove p rap- 
presenta la distanza di questo punto da un punto qualunque (xyz) 
di questa retta- Se questo punto è quello in cui la retta incontra la 
superficie 

(E) F (X, y,z)=> 

Ax-+By*+Cz*+2{Dyz+Exz+Fyz)+2{Gx+IIy+lz)+K = o, 

i valori di x, y, z ricavati dalla (r) devono soddisfare l’equazione 
F(x,y,z) = 0 , si che dovremo avere 

F (x, 4 - a? , y,+ bp , z,-|-p) = o , 

0 vero, sviluppando e ordinando secondo le potenze di p, 

(27) Sp*-|-2rp-i-F, = o. 

essendo S=Aa*+Bb^+C+2(Db+Ea+Fab), 

T=iaF'^+lbF'^+ ;F’,^ , F,=F(x, , y , , z,). 

Ora le due radici della (27) sono le distanze del puntò (x, y, z,) dai 
due in cui la retta incontra la superficie (E), c però questi due punti 
saranno coincidenti, se quelle radici sono eguali, cioè se P—SF,—o, 
lìVDtm Geometria Analitica 18 
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0 vero, rimeltendo per S e T" i loro precedenti valori , se 


(28) 


j ; (aF',^+6F', +F',.)‘ ' 

I - (-4a*+B6*+C+2D5+2J<:a+2Fo6) F, 


è questa pertanto la condizione perchè la retta (ab) che passa pel 
punto (X, y, z,) tocchi la superficie di 2® grado F(x, y, z)=o. 

Se tra quest'equazione (28) e le (r) eleminiamo a e 6, avremo l'e- 
quazione delluogo delletangenli condotte dallo stesso punto (x,y,z,) 
alla superficie, o sia avremo l'equazione del cono circoscritto. Per- 
tanto sostituendo nella (28) invece di a e b i loro valori tratti dalle 
(r), e osservando che 

1 (35, F'x,+y, F'y +z, F'.^) = F, - (Gx,+By,+Iz,+J {) , 
avremo 


[i (X F',^-f;/ F'^ +z F',j- IF,-(Gx,+B!/,+Iz,+A') ] ]* 

= [ F+F,-(x F',^+y F', +z F',^)-2 (Ga5,-fJ/y,+/z,+7f) J F, , 

e finalmente sviluppando il quadrato e rimettendo per le derivate F' 
i loro effettivi valori, avremo 

pp ^ r (Ax,+Fy,-t-Ez,-hG) xHFx,+By,-i-Dz,+a) y f 
^ ’ * l + {Ex,+Dy^+Cz,+I)z+{Gx,+Ilyt+Iz,+K) \ 

per la chiesta equazione del cono circoscriUo, la quale, supponen- 
do la F una funzione omogenea F (x, y, z, v), può scriversi simbo- 
licamente così : 

(30) * FF, = (x F'„.^ + y F',^ z F',^ + v ¥',)\ 

Da quest'equazione ancora deduciamo che la linea de' contatti è 
piana, e che tl ptajio che la contiene è il polare del vertice ; impe- 
rocché per avere i punti comuni al cono e alla superficie F, bisogna 
porre F=o, e allora il secondo membro, divenendo pur esso nullo, 
rappresenta il piano polare del punto (x, y, z,, v,), (P„ 250). 

278. Applicando l'equazione (29) alle superficie dotate di centro 


troviamo che il cono ad esse circoscritto, e che à per vertice il pun- 


Digitized by Google 



PIANO polakb; piano tangbntb; nubmalb 


131 


lo (x,!/|Z|), à per equazione 




X 


X* y’ 







e pe' dile paraboloidi 6x*+ay*-2a6z = o, l’equazione del cono cir- 
cosoritlo è 

(32). bx|+ai/f-2aò2,)( 6 x’+aj/*- 2 a 62 )=[ 6 x,x+oy, 2 /-ia 6 ( 2 + 2 ,)]’. 

279. Normale. — Una reità perpendicolare al piano tangente una 
superficie, e condotta pel punto di contatto si dice normale della 
superficie. D'ordinario però con questo nome si suole intendere la 
porzione di questa perpendicolare indefinita compresa tra il pun- 
to di contatto e uno de’ piani coordinali. Talvolta ancora per più 
chiarezza questa porzione si chiama lunghezza della normale. 

Posto ciò, sia (x,y, 2 ,) un punto della superficie di 2® gr. F(x,y ,z)— o 
il suo piano tangente in questo punto avrà per equazione la (P, 260) 
e perciò la perpendicolare a questo piano, condotta per quel punto 
avrà per equazioni (3, 126) 


/j^\ ^ ^1 y~ìlt z—Zf 

ilx,+fy,+£2( FX|+Byi+D2| +7/ FX|+Dy,+C2,+l 
0 pure, usando le derivate. 


(N') 


^ y Vi 2 — 2 , 


F' 


F'„ 




Questa normale incontra il piano XY nel punto 


X = 


F'. 


y = 


F', 


-I ‘1 

onde la lunghezza della normale rispettoa questo piano sarà (2, 37) 


z. \/f;* +f'‘ +f;‘ 

(3.3) V 

E similmente rispetto agli altri due piani coordinali avremo 


(34) 

•^11 "■ F' 

(33) 

x.^F-,+F'ì,F-ì-'3 

K' 

' X, 
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Nel Icnipo stesso dinotando con X, |x, v i coseni degli angoli clic 
la normale fa coi tre assi, si ù (n." 10) 


F' 


F'.. 


X = 


\in+^'l+n, 


( 30 ) 


280. Se dairorigine delle coordinate conduciamo la perpendico- 
lare al piano tangente (P, 260) la lunghezza p di questa perpendi- 
colare avrà per espressione 


( 31 ) 




sì che le tre precedenti espressioni si possono scriver pure cosi : 

2 2 , {GXt+Ilijt+IZt+K) _ 2 , {Gxt+Hy,+Iz,+K) 




( 38 ) < N„ = 


pf'z, p{Ex,+Dìjt+CZt+I) ’ 

2 y, (Gx,+IIl|,+Iz^+K) _ y, (GXi+Hy,+IZt+K) 


PF', 


V| 


p(Fx,+Vy,+Uijt+II) ’ 




2x, {Gx,+IIyt+Iz,+K) x,(GXt+lIy,+Iz,+K) 


pF'. 


p {AXf+Fyf+EZf+G) 


Considerando la lunghezza p e le normali iV in valore assoluto si 
prenderanno i secondi membri delle forraole precedenti col seguo + , 
o col — , secondo che il numeratore riesce positivo o negativo. 

281. Applicando le formolo (36 c 31) alle superfìcie dotate di con- 


X* 2* 

tro — + -T 5 -I---; - 1 = 0 , si trova 


(F- lA 




= N„ = 

’ p p 


]V, 


/, X? W? 2?\1- 

d onde si deduce che nelle supcrlìcie dolale di centro è costante il 
rcltangolo (tetta normale per la perpendicolare condona dal cen- 
tro sul currispondenlc piano tanyenle. 

E applicandole alle due paraboloide hx^+ay*— 2aÒ2— o, si trova 


(40) 


V = ^ , jV - ,v = 

*> p ’ “ p 


p = 


ab 


v'a^x'i ì hhj;-ì-a-tP 


Digilized by Google 



PIANO polare; piano tangente; normale 


133 


282. Nelle superficie di relazione la normale MQ in un punto 
M cado nel meridiano che passa per questo 
punto , e quindi incontra 1’ asse in un pun- 
to Q : onde se facciasi ruotare quel meridia- 
no AMD intorno all’asse AB , il punto M de- 
scriverà il parallelo , che passa per questo 
punto , e la retta MQ, continuando ad essere 
normale nc’diversi punti del detto parallelo, 
descrive la supcrricie convessa d'un cono retto, 
che à per vertice Q e per base quel parallelo. 

283. Secondo l' equazione (23) , le equazioni della perpendi- 
colare condotta dal centro sul piano tangente la superficie di 2“ gr. 
dotata di centro, nel punto (x, y, s,) sono 



(41) 


x = 


a'z, 


c*!/i 


e dinotando con X, g, v i coseni degli angoli da essa formali coi tre 
assi, e Icneniio presente la seconda (39) si à (18,70) 


(42) 




V 


pz, 

c* ■ 


Posto ciò, quadrando queste equazioni sommando i risultamenti. e 

osservando che = 1, si trova 

fi* b c* 

(43) p* = o* X* ò* lA* -t- c* V* 

per l’espressione della perpendicolare p in funzione degli angoli 
X, [A, V. E però rispetto a due altri piani tangenti dinotando con p' , 
p" lo corrispondenti perpendicolari condotte dal centro, c con (X'p'v'). 
(k"\i!\") le rispettive direzioni di queste perpendicolari, avremo 

p'* = a* X'* ò* p'* -i- c* v'* , 
p"* = a*X"*-fò*p"* + c*v"*: 

ora se i piani tangenti, corrispondenti alle perpendicolare p, p', p" 
sono tra loro perpendicolari, dev’essere 

X* + X'* -I- X"* = p* -f p'* + p"* = V* + v'* + v"* = 1 , 

quindi, sommando le precedenti espressioni di p*, p'*, p"* risulta 

(44) p’--t-p'* i p"* = o* I //-■ i-e*, 

c però la somma <lr qua lrali ilclh'. pi'rpmilicolari, condoUc dal 
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centro d una superficie di 2“ gr. su tre piani tangenti tra loro 
ortogonali è costante. 

Quesii Ire piani s’incontrano in un punto, la cui distanza fidai cen- 
tro della superflcie è la digonale del parallelepipedo che à per lati 
Pi P' 1 p"i si che fi’=p’-|-p'‘-i-p''* = cosi.; dunque il luogo de'punti 
d'intersezione di ire piani tangenti una superficie di 2® gr. e tra 
loro perpendicolari è una sfera, che à per centro quello della su- 
perficie. 

284. È buono notare che la lunghezza della perpendicolare con- 
dona da un punto (x'y'z') sul piano tangente delle superflcie dolale 
di centro à per espressione 


P' = 


, Pi!/' , 
o* + 6* +■?■■■ 


b* 



ora lenendo presenti le forinole (42) e Tultima (39), la precedente 
espressione può essere espressa come segue : 

p' = Xx' -i- ny' + vz'-p. 


0 pure, ponendo per p il suo valore dato dalla formala (43) si à 


(45) p' = Xx' + pi/' -p vz' - \/X*a*-l-p*6’-|-v*c* , 

285. Sl'pbbficib pedali. — Dalle (41) si à 


a;, 


?/i 


^ yjV ^ 

_ a* 6* c* 

a*x~~ 6’x “ c*z~ x^+y^+z* 

essendo quindi 

o* 6* c* 

_b*y 


x*+y*+z^ ' 


x, = - 


a'x 


c'z 


x^+y^-hz^ ’ x’-i-j/Hz’ ’ x*+i/*-t-z*' 

cc t/ z 

e poiché inoltre sostiluendo e riduccndo s’avrà 


(46) (i*x’-t-6’j/*-l-c’z*=(x*-fi/*-l-z*)*. 

Quest’equazione è quella del luogo dei piedi delle perpendicolari 
condotte dal centro d'una superficie di 2® gr. su i diversi piani 
tangenti; detto luogo si chiama superficie pedale di quella 
di 2® gr. , e come vedesi è del 4® grado. 
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Siniilincntc l’ equazione del piano tanpenle una paraboloide es- 
sendo bx,x+ayfi]-abiZi-\-z)=o , quelle della perpendicolare con- 
dottagli dal vertice saranno 

aa5+a3,::=o, by ^y,z~o ; 

da queste tre equazioni si ricava 

ax by x^-hy^+z- 

3^1= - — . 2/i= - -T ' ~‘= Z > 

z z z 

c poiché bx]+ay^,=2abZf, sostituendo s'avré 

(i7) ax*+6=2 (x^4-if+z^)z, 

per r equazione del luogo da'piedi delle perpcndicolan condotte 
dal vertice su i piani tangenti una paraboloide, il quale luogo 
è una supcrDcie del 3" grado. 


Alti. II. 

Conllniiaxlone dello «lesoo ar(fOiaen(o. — Coal «appleaieiilari. 

2S6. Sappiamo che so P,=o, l\—o sono le equazioni di due pia- 
ni, l’altra 

(1) P. + bP,=o 

rappresenta un piano qualunque condotto per l’intersezione de’pri- 
mi due ; e se dinotiamo con s,, I,, u,, w, le coordinate del piano 
P, , con 8, , Ij. « 1 , (c, quelle del piano Pj. e con s, l,u, w quelle 
del piano (1) dobbiamo avere identicamente 

sx+iy+uz+wv=s,x+tiy+UtZ+w,v+h (s,x-H,i/ 

da cui si deduce 

(2) s-Sf+hSi , f=t,+W, , w=w,+/ni, , w=w,-f/iWj ; 

con queste formole si calcolano le coordinate di qualunque piano 
che passa per l’ intersezione de'due piani P, , Pj , secondo il valo- 
re di /i. 

Sia ora 

(3) f(s, l, u, tv) = o (18,272) 

l’equazione d’ una superQcic di 2" gr. in coordinale del piano; so il 
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piano (1 ) ò tangente questa superficie, le coordinate (2) dcvi.no sud 
disfare l’e'|inzimie (3) e quindi avemo 

(l) f (s, 4-/(8* . /,4 /lti, »/, + /Wj . «’, + /(«’,) = 0. 

yue'l’eqiiaiionc sviluppala ri -ulta del secondo grado rispetto ad h, 
e perù per la stessii n-lla (!’, , P, ) si possono condurre due pia- 
ni tangenti una superficie di 2" gn lo. co ne sapevamo (n.“ 21.1). 

Itinoiando con h'. h" le radici della (V) i piani corrispnndenli sa- 
ranno /’, • A'/’j= 1 ). J', i li"l\=n. e qiiesli furoieranno con i due o, 
Pf—o un fascio di quallro piani armonici se h' ; h"=-\ (n.“ Mt) . 
0 vero Se ; tpimdi sviluppandn come al n " 2VJ la (4j, ii 

coefficiente di A sarà il valore numerico di h'+h" , e però avremo 

(a) s, f'., + 't f’(, + "i + H-, f'w, = 0,0 pure 


(.7) 


'*1 f’f, + 'l * fj + «I f ® ' 


e runa o l’altra di quesie equazioni è la condizione perchè due pia- 
ni (s, /, u, U’,), (Sj fj Wj vUj) condotti per la retta (P,, P,) 'angen- 
zialmente a una suiierficic di 2® grado sicno coniugati armonii i dei 
due P,, P, : è per ciò che questi due ultimi piani si dicono polari 
armonici della superfìcie. 

281. Supponendo le coordinale .v, , t, , i/, , Wj variabili, e ipiindi 
scrivendo la (.’i) come appresso 

(P'I sf'.j -I- 1 f',| -f w r„| + wr„| = 0 , 

avremo in quest’equazione la condizione perchè un piano qualunque 
(stinv’i sia armonico potare col piano fis o (s, l, u, «•,) rispetto alla 
superficie: ora la(P'jdinota un punto, le cui coordiuutex',, i/,, 2 , e, 
si anno come al n.“ 20a, e sono 


(G) 




?/i — ì ■ *1 — t f'ii| » — i f », ) 


nn queste forinole dinotano che il punto (x, y, 2 , t’,1 è il polo di 1 
piano (s, t, t(, vv',) (11, 2fiS) quindi i piani ariiio/nri d'un dati 
piano ri^pel o a una siqn-rlinic di 2° grado passano prl polo d l 
piano dato 

288. fecondo queste relazi ni, le equazioni (!5) e (’>') pnss- no m - 
sere scritte anche cosi : 


8, X, -t- /, Jl, -i- Wj 2, 4- w, 0, = 0 , 

8 , X, + /, //. -1-0,2,+ ir, «, = 0 , 

ora (.r, I/, 2 , V,) è il polo del piano (s, /, it, ir,), che in coordina ! 
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del punlo à per equazione s,cc+ 1 ,i/+w,s + iv,t) = o , e simihnenle il 
punto (X, j/i ZI,) è il polo del piano (s, «, t/j Wj), che à per equa- 
zione SjX-t-<,i/-fu^-t-Wj'U=o, quindi le precedenti eguaglianze indi- 
cano che il polo d'uno de’ d/ue piani polari armonici sta nell’aliro 
piano. 

289. Iiiollre secondo le (10,26S) le dette uguaglianze possono es- 
sere scritte come segue : 

®i F'i, + Vt F'v, + f’z, + «, = 0 , 

F'*, + Vi F'y, + 2. F'r, + l’i F'», = 0 ; 

or queste relazioni sono quelle che àn luogo tra due poli armonici 
(x, y, V,) , (Xj y, z, Uj) (6,239) ; quindi i poli di due piani ar- 
monici polari d' una sttperficie di 2" grado sono poli armonici di 
questa superficie', e reciprocamente i piani polari di due poli ar- 
monici d' una superficie di 2® grado sono polari armonici della 
stessa superficie. 

290. Abbiansi due punti (x, y, z, d,), (x* y^ Zj v,) , e sulla loro 
congiungcnte si prendano due altri punii, le cui coordinale sieno 

Xj=x,-Mix,, j/, = y, -f-hi/, , z, = 2,-l-/iz,, v, = v, -t- he, , 
X4 — X| + hx ^ , y^ — 2/1 "1- — Zj -1- fezj , — z?i -1- hv^ s 

il rapporto anarmonico di questi quattro punti kh:k. Ora i piani 
polari de’ primi due rispetto alla superflcie F (x, z, z, v) = 0 sono 

i ^ ^ ^ ^ = Px = o 

^ ^ I 3=F'xj + yF'»j + 2F'z,+’)F'r, = F’i = o. 

e quelli de’ secondi sono 

® F',, -f y F',, -hz F',, -i- V F',^ = 0 , 

X F',^ -t- y F'„^ + z F'.^ -1- V = 0 , 

le quali, sostituendo perx,, y,, ec. x*, y», ec. i loro valori supe- 
riormente scritti ; osservando che F'^,^ + a*, = F'*, - 1- AF , ec. e 
tenendo presenti le (7) divengono 

P, -|-hPj = o, P, -f/cP,= o; 

ma questi due piani e i due (7) formano un fascio il cui rapporto 
anarmonico è h:k quindi il rapporto anarmonico di queUtro pun- 
ti in linea retta è uguale a quello de' corrispondenti quattro piani 
polari rispetto a una superficie di 2.® grado. 
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E si à pure reciprocamente tl rapporto anarmonico d'un /ascio 
di quattro piani è uguale a quello de' loro rispettivi poli rispetto 
a una superlicie di 2“ grado. 

Quindi ne segue che i piani polari di quattro punti armonici 
formano un fascio armonico. 

I poli di quattro piano formanti un fascio armonico sono ar- 
monici. 

I piani polari di tre copjAe di piani in involuzione formano un 
fascio di sci piani in involuzione. 

I poli di tre coppie di piani in involuzione sono anch'essi in 
involuzione. 

Come ben si vede a ciascuna delle precedenti proposizioni rela- 
tiva a punti e piani rispunJc una proposizione reciproca relativa a 
piani e punti. 

291. Consideriamo ora le due retto polari reciproche (n.“ 204) 
duna superficie di 2° grado : dalla natura stessa di tali rette si de- 
duce che se una retta qualunque incontra le due polari re- 
ciproche c la superficie, i quattro punti d' incontro sono armo- 
nici ; imperocché de'due punti, in cui la retta incontra le due po- 
lari, uno può considerarsi come polo, l'altro come appartenente al 
piano polare corrispondente, e quindi questi due punti e i due in 
cui la stessa retta incontra la superficie sono quattro punti armo- 
nici (n.“ 239). 

292. Ora immaginiamo due rette R, R' che s'incontrano nello spa- 
zio ; siccome il loro punto d'intersezione I appartiene al piano P 
condotto per esse, cosi il piano polare di I deve passare pel polo 
del piano P (n.** 264) ; inoltre questo polo deve stare sulla polare 
reciproca di R, perchè P passa per R, e sulla polare reciproca di 
R' , perchè lo stesso piano P passa pure per questa retta, quindi le 
due polari reciproche di R ed R' si tagliano nel polo del piano P ; 
laonde .se due rette nello spazio si tagliano, anche le loro polari 
reciproche si tagliano nel polo del piano che passa per quelle 
rette ; e reciprocamente l'intersezione di quelle rette è ti polo del 
piano che passa per le due polari reciproche. 

Quindi ne segue che se una retta si muove comunque in un pia- 
no, la sua polare reciproca passa costantemente pel polo di quel 
piano ; reciprocamente se una retta passa costantemente per un 
dato punto, la sua polare reciproca si muove nel piano polare di 
quel punto. 

Quando la retta che passa costantemente per un punto H si trova 
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sempre in un piano P, allora la polare reciproca passa coslanlenien- 
te pel polo del piano P e sla nel piano polare del punto M. 

293. Sappiamo che il piano polare d'un punto della superficie è 
lo stesso piano tàngente in questo punto (n." 270), e inoltre la po- 
lare reciproca d’una retta data sta nel piano polare duo punto qua- 
lunque di questa retta ; quindi la polare reciproca d’una retta R 
tanjeme una super/icie dì 2® grado sta nel piano che tocca la 
slessa superficie nel medesimo punto in cui la tocca la retta R, 

Ora per fissare la posizione di della polare reciproca dobbiamo 
prendere un altro punto Q della tangente R, il quale non sia il pun- 
to di contatto, al quale corrisponde il piano tangente. Siccome il 
punto Q sta nei piano tangente, il suo piano polare Q, passa pel 
punto di contatto, laonde la polare reciproca è rinlersczionc di que- 
sto piano e del piano tangente, e perciò la polare reciproca d’una 
retta tangente una superficie di 2° grado è essa stessa tangente 
nel medesimo punto di contatto di lla prima. 

29i. La polare reciproca d'una retta contiene i poli dei piani che 
passano per questa retta, e perciò se più rette sono in uno stesso 
piano, le loro polari reciproche vanno a passare pel polo di questo 
piano. Inoltre sappiamo che il vertice del cono circoscritto a una 
superficie di 2“ grado è polo del piano della linea de’ contatti. Da 
queste osservazioni e dalla proposizione del numero precedente di- 
scendono i due teoremi reciproci seguenti : se una retta si muove 
occando una superficie di 2° grado secondo una Unea piana, la 
sua polare reciproca descrive la superficie del cono circoscritio 
alla superficie di 2® grado , essendo la linea de’ contatti quella 
linea piana : reciprocamente se una retta descrive la superficie 
d’un cono circoscritto a una superficie di 2® grado, la sua polare 
reciproca è costantemente tangente la linea de' contatti. 

293. Dinotando con x,y,z,v le coordinale d'un punto, e con 
s, t, u, w quelle del piano polare rispetto a una superficie di 2® gra- 
do^ la quale in coordinate del piano abbia per equazione 

f (s, t, u, w) = 0 , 


avremo (17,268) 

sostituendo queste espressione nell'equazione 
(9) 9 (®, y, z,v) = o 
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d'una seconda superfìcie in coordinate del punto, avremo l'equazione 

9(ir., ;r,, ;r.) = o 

appartenente a una terza supcrDcie di 2® grado, in coordinate del 
piano, ogni piano tangente delia quale à per polo un punto della su- 
perficie (9). 

All’opposto se F (x, y, z, v)-o ù l’equazione d’una superficie di 2® 
grado in coordinale del punto, le coordinate s, t, w, w d’un piano 
polare d’un punto {xy zv) rispetto a quella superficie sono date 
dalle formolo 

s = ’F'^, t = iF'„. U = 1F',, w = {¥'„, 

e se queste espressioni si soslituiscono nell’equazione (s,t,u,u')=o 
d’una seconda superficie di 2® grado in coordinate del piano , avre- 
mo l’equazione 


<I>('* F' ' F' ' F' ^F'1 = o 


appartenente a una terza superficie di 2° grado, in coordinale del 
punto, ogni punto della quale avrà per piano polare un piano tan- 
gente la superficie F=o. 

Pertanto, se il polo d'un piano rispetto a una superficie di 2® 
grado si muove sopra una seconda superficie dello stesso grado, 
il piano polare inviluppa una terza superficie aneli essa dello 
slesso grado. 

Reciprocamente : se il piano polare d'un punto rispetto a una 
superficie di 2“ grado inviluppa una seconda superficie dello 
stesso grado, cioè si muove rimanendo tangente a questa super- 
ficie, il polo descrive una terza superficie anch'essa del 2® grado. 

290. Essendo che la tangente d’una superficie è quella retta che 
à due punti coincidenti, o inttnilaraenlc vicini, comuni con la super- 
ficie , ed è pure l’intersezione di due piani tangenti infinitamente 
vicini, ne segue dai due teoremi precedenti, e da quelli intorno alle 
rette polari reciproche, la seguente proposizione ; se una retta si 
muove rimanendo tangente una data superficie di 2® grado, la 
sua polare reciproca, rispetto a un’altra superficie di 2® grado, 
tocca costantemente una terza superficie dello stesso grado. 

297. Torneremo in altro luogo sul principio di reciprocan- 
za, odi dualismo che abbiam veduto verificarsi nella serie di 
proposizioni qui innanzi esposte, e intanto parleremo qui di due co- 
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ni, che dipendono dallo stesso principio, e che son detti coni s u p - 
plementari o reciproci. Se per un punto (x,t/, 2 ,) del cono 


(49) 



conduciamo il piano tangente, questo toccherà la superfìcie del cono 
per tutta la lunghezza del lato che passa pel detto punto (n." 273). 
Ora se pel vertice del cono, che qui è l’origine delle coordinate, con- 
duciamo la perpendicolare al piano tangente 


y,y 
o» 6* 



le equazioni di quella perpendicolare saranno 

a*z,a3-t-c’x,2-o , b*z,y+c^ijtZ-o , 


c nel tempo stesso sarà 



laonde se eliminiamo 


2 , fra queste tre equazioni, il risultamento sarà l’equazione 
del luogo delle perpcìidicolari condotte dal vertice del cono su i 
diversi piani tangenti questa superficie. Pertanto presi i valori 
di X, e y, dalle prime due equazioni e sostituitili nella terza si à 


( 11 ) a*x*+6®iy*-c*2*=o , 

la quale appartiene a un altro cono, che à lo stesso vertice del da- 
to (10). Questi due coni (10) e (H) son quelli in discorso, e son detti 
reciproci, perchè il cono (IO) deriva dal cono (11) come questo da 
quello; in fatti un lato L' del cono (11 ) è perpendicolare a un piano 
tangente T del cono (10), e quindi anche al lato L di questo cono, 
pel quale passa il piano T ; e perciò il piano T' tangente il cono (11) 
secondo il lato L' è pur esso perpendicolare al piano tangente T, e 
il lato L è perpendicolare al piano T' ; laonde come L' si deduce da 
T, cosi L si deduce da T', e reciprocamente. 

298. Finalmente chiuderemo quest’articolo dimostrando un teo- 
rema, ehe ci occorrerà in appresso. Abbiasi una sfera di raggio r, c 
si riferisca a tre assi rettangolari condotti pel suo centro ; la sua c- 
quazione sarà la seguente : 

a;* -r y* -f 2* - r* = 0. 
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Sicno inoltre M, (x,i/,z,) ed M, (x, y, 2 ,) due punti, le cui ri- 
spettive distanze fi,, fi| deli' origine son date dalle forinole 


ò^ = Vx\+y\^z\, S, = V/x*-fy|-f2‘; 


e i rispettivi piani polari ri-^pcllo alla sfera saranno 


XfX + y^y + ZtZ - T- 0, Xj x +i/, 2 /-+- ZjZ- r* = 0. 


Ora dinotando con p, la perpendicolare condotta dal punto N, sul 
secondo di detti piani , e con p, quella condotta dal punto M, sul 
primo, abbiamo (19,102) 


T). = a;, -f ?/,?/, + 2 .2, -T* ^ X, X, + y, y^ + z, - r* 

l^xj + y ; + ® 

X, X; + y, y, + z, 2 , - r« 


Pi = - 


V^xJ-l-y‘+2* 




quindi p, ; pj = fi, : 5j, e però se si ànno due punti e i loro pia- 
ni polari rispetto a una sfera, e se da ciascuno di essi si con- 
duce la perpendicolare sul piano polare dell' altro , queste per- 
pendicolari staranno Ira loro come le distanze rispettive di essi 
punti dal centro della sfera. 


ART. III. 


Del diMiCIri delle euperflcle dolale di centro. 

299. L’equazione di queste superficie riferita agli assi, come sap- 
piamo, è la seguente : 


(I) 


y_* 

a* b* 



si à particolarmente Tcllissoide, se i cuefiìcienti ile'tre quadrati del- 
le coordinate x, y, z sono positivi ; si à l’iperboloide a una foglia , 
se un solo di quei co<'fficienti 6 negativo ; c finalmenic si à l’iper- 
boloide a due foglie, se uno solo di delti coefficienti è positivo. 
Noi supporremo nella (1) i coeilìcienii tutti positivi, vale a dire sup- 
porremo che si tratti d’ un’ elissoide ; allora , volendo applicare i 
risultamenli , ai quali penerremo, aH’iperbuloide a una foglia, ba- 
sterà nelle formolc che s’ottengono cambiare c’ in — c* ; e per ap- 
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plicarli aU’iperboIoide a due focile si dovrà cambiare in delle for* 
mole, a un tempo, b* in — b* e c* in— c*. 

300. Posto ciò, sia a' un semidiamelro della supcrflcie : dinoti 
(a, Yi) la direzione , e sieno x, y, z le coordinale d’un suo 
estremo, sarà ; 


( 2 ) 


X = a, a ' , ij = p,o' , 2 = Tf,a’ , 


e poiché (xijz) è punto della superDcie, queste coordinate devono 
verificare la (t), si che sostituendo avremo 


( 3 ) 


a'« a» b* c' 


Dinotando parimente con b' e c' duo altri semidiametri, e con 
Pt Ti)> (*5 ?3 Ya) I® rispettive direzioni, avremo 


(i) 


b'» a- b‘ c-' c'» o* b» c‘ ■ 


Ora se supponiamo che a' , b' , c' formino un sistema di semidia- 
metri Ira loro perpendicolari dev’essere 

«? + «5 + «3 = P? + PI + = Y? + YÌ + Y*j = 1 . 


e però addizionando le (3) e (4), e, tenendo presenti cotesle rclazio 
ni, ne risulta 


( 5 ) 


J_ J_ 

a'» b'* c'* “ b* c‘ ’ 


ma il secondo membrodi quest’uguaglianza è costante, quindi in ogni 
superficie dii" gr. dolala di centro lo somma de' quadrali degli 
inversi di tre semidiametri ortogonali è costante. 

301. Se {x'y'z') è un punto della superficie (1), l’equazione del 
piano diametrale, coniugato del semidiametro a' che passa per quel 
punto, è 


(6) 


XX 


yfy 


ZZ 


r+1f + iT = o- 


Inoltre essendo, come sopra, (oc,p,f,) la direzione di a' avran luogo 
le relazioni (2) rispetto ad x’, y', z', e quindi la (6) diviene 


0 ) 


a.,x 


C* 


a* b’ c* 

Sia ora (a^z) un punto di questo piano , pel quale punto passi 
un semidiametro b' ; questo sarà coniugalo di a', e se è la 
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direzione di 6’ sarà x=ajb' , y='^b', ; queste coordinate de- 

vono soddisfare la (1), e perciò sostituendo s' avrà 


(R) 


, P.?» , YlYl _ „ 
a* + ò* “°* 


Questa relazione fra le direzioni di due diametri coniugali non 
è alterata ponendo ka*, kb*,hc* in luogo di a*, 6*, c* ; laonde i due 
diametri coniugati 2a' , 26' della superficie (1) sono benanche dia- 

jpl 2^ 

metri coniugali della superficie = alla (!)• 

302. Sieno ora {xyz) un punto della superficie, a' il semidiame- 
tro che passa per questo punto , (a, Yi) la direzione di questo 
diametro, e (X, p, v,) quella della retta che serve a determinare II 
punto (xyz ) , come fu spiegato al n.® 240 , vale a dire ponendo 
x-Xia, y-v-fi, s=v,c: diremo laieretta corrispondente del se- 
midiametro a', e avremo 


(9) x = a,a' = X,a, j/ = p,a' = p,b, z = YiO' = v,c. 

Sìa parimente V un diametro coniugato di a', il cui estremo sia 
il punto (ac'y'z'), e abbia la direzione (a,p, Yj) ! inoltre sia (X, p, Vj) 
la direzione della retta corrispondente a quel diametro 6' : avremo 
similmente 


(10) m' = a,6' = X,o , y' = p,6' = p,b , 2' = Yi6' = v,c, 

e mercè queste relazioni la (8) diviene 

(11) Vi + M*i + Vt = 0. 

laonde le due rette corrispondenti a due diametri coniugaci sono 
tra loro perpendicolari. 

303. Pertanto, dinotando oon (X, p, Vj) la direzione della retta 
corrispondente a un terzo semidiametro c' coniugato di ciascuno 
de* due precedenti , di direzione ( a, Yj ) , e il cui estremo sia 
(ic" y" 2 "), avremo primamente 

(12) x" = a,c' = Xja, y" = PjC' = pjb, 2 " = Yjc' = v,c, 
e quindi le relazioni seguenti : 

(13) X* + pì + vf=l, X*-^p*+v*=l, X|+p^ + vl = l, 

(14) X* + Xì + X*=l, pf-t-I^-t-[4 =1 > V* -l-v*+vj =1 , 

(13) X,X,-fp,p,-|-v,Vj=o, X,Xj+p,p,+v,Vj=o , X,Xj-|-p,p,+v,v,= 0 , 
(16)X,p,+X,p,+X,p,=o, X,v, + X,v,+XjV,=o, PiV,-t-ptV,-hp,Vj = o, 
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f (X,|x,-|A,Xj)» + (Xjftj-iAjXj)* = 1 . 
ec. cc. cp. 

In virtù delle relazioni (13) c (1.”) si à pure 

!AjV3=: 1; 

imperocché .quadrando questo determinante, e riducendo mercé 
le (13) e (13), si à per risultamento 1. 

304. Eliminando dalle (3) o (4) le a, g, y per mezzo delle rela- 
zioni (9), (10) e (12), otteniamo le seguenti formole : 

{ a'»=a«X> +6 VI +c’v? , h'®^a*X| +b'-ixl , 

(19) J 

( c'»-rt‘X’+6VI+c*v? , 

le quali addizionale, e tenendo presenti le (li) danno 

(20) a'* + ò'* + c'’- = o* + 6* + c*, 

e però la somma de' quadrati di Ire semidiametri coniugati è co- 
stante. 

303. L'equazione del piano tangente nel punto (x'y'z') della su- 
perficie (1) come sappiamo è 



( 21 ) 


x'x y'y z’z _ 
ai +'F'^'c*“ 


or se (X, p, V,) è la direzione della retta corrispondente al semidia- 
metro che passa per {xfy'z') si à, secondo le (9), x'=X,a, 

2 '=v,c, e con questi valori la (21) diviene 


( 22 ) 


X.x p,v >).z 

— + ^ + — = • 
a 0 c 


Similmente le equazioni de' piani tangenti in due altri punti 
(5c" y" z"). (aj"' y"' z'"), ai quali corrispondano le rette ( X, p, v, ), 
Q-» V-z vj), sono 

PiV v,z , XjX PjV ''j- . 

afte afte 

Posto ciò, supponiamo che (x'y'z'), (a^yz"), (x"y"z"') sieno gli 
estremi rispettivi di tre semidiametri coniugati a', ft', c', allora tra 
le X, p, V avran luogo le relazioni del n.° 303, e quindi quadrando 
Ruauri. Geometria Analitica 30 
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le (22) e (23). addizionando i risullainenti e tenendo presenti le (14) 
e (16), otteniamo dopo facili riduzioni 


( 21 ) 


V’ , 


Quest’equazione indipendente dalle X, p, v appartiene al luogo 
de' punii d' intersezione di ciascuna tema di piani tangenti con- 
dotti per gli estremi di ciascuna tema di diametri coniugali ; e, 
come redesi, essa è una superficie simile alla data. 

306. Ritenendo le stesse denominazioni procedenti, chiamiamo 7 
il volume del parallelepìpedo, che à por spigoli ì tre semidiametri 
coniugati a', 6', c', i cui rispettivi estremi sono (x'y'z'), (x"j/"z"), 
(x"y" 2 "'), e sarà (24,107) 

6V= 2 ± xYz'" ; 


indi, rimettendo per x, y, z le loro espressioni in funzione de' co- 
seni X, p, V secondo le formole (9), (IO) e (12), e tenendo presen- 
te la (18), ne risulta 7=a6c; laonde il volume del parallelepipedo, 
che à per spigoli tre semidiametri coniugati, è costante, 

307. Se a', b' sono i semiassi d’una sezione centrale , e p è la 
perpendicolare condotta dal centro sul piano tangente parallelo a 
quello di detta sezione, è chiaro che il volume del parallelepìpedo 
(a'b'c') sarà dinotato da a'b'p, onde avremo 

(25) a'b'p = abc. 

E se ang. (c', p)=6, sarà p^c'cosO, onde avremo benanche 

(26) a'b'&cosb = abc. 

308. Volendo determinare le lunghezze de' due semiassi a' , b' 
d'una data sezione centrale, conduciamo pel centro della superfi- 
cie la perpendicolare al piano di quesla sezione, e dinotiamo con p 
la parte di questa perpendicolare compresa tra il centro e la super- 
ficie : cosi a', b', p saranno tre semidiametri coniugati , e sarà 


I I 1 

^ - tt» ' 6* 

ora se (a^f) è la direzione di p, abbiamo 




1 a* 6* Y* 


(27) 


-L + _L = _L , _L . J__ , 1 ’ , 

a'* ^ 6'« a* ^ 6> ^ c* U> 6» ^ cV ‘ 
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inoltre prolungando p sino a incontrare il piano tangente parallelo 
a quello della sezione principale, e cbiamando p la parte intercetta 
fra il centro e detto piano tangente , sarà p la perpendicolare che 
figura nella formola (25), c il suo valore è dato dalla formola (43.283) 
p’=a*a*+ 6 *P*+c* 7 ’ ; si che quadrando la (25) e sostituendovi poi 
questo valore di p‘ , si trae 


(28) 


I _ a* p* 
a'*b'^~ b‘c*^ a^b* ’ 


e però, secondo queste forinole (27) e (28) le due ignote ^ , — 

I 

sono le radici della seguente equazione quadratica rispetto a ^ , 

r* La*^ c* Va* 6» cvJrW=o, 

iil -il JÌ i 

bV ) 

la quale moltiplicata per aVc’r* diviene 

a’6‘c*-(6*c*+o*c*+6*c*-6*c*a*-a*c*p*-a*b*f*) r* 1 

+ (a*a»+b*?*+cV)i^ i 

indi, osservando che a’+p’+Y*=l, cotcsta equazione potrà scriversi 
cosi : 



= 0,0 vero 


a’b*c* (a’+?*+ 7 *) + (o’a*+ 6 *p*+c’ 7 *) r* > 

— o’ (6*+c*) a*r* — 6 * (a*+c*) — c* (a*+ 6 *) Y*r* \ ' 

o’a*( 6 *-r*) (c*— r*) + b*p*(a’— r*)(c*— r’) + c*'f*(a*— r*) ( 6 *— r*)=o, 

e io fine dividendo per (a’-r*) (b*-r*) (c*-r’) , risulta 

(3«) ■ 


a*a* ^ b*f* , c*Y* 
a*-r* 6*-r* c*^ 


309. Tornando al parallelepipedo (o'b'c’), formato su i tre semi- 
diametri coniugati a', b', c', dinotiamo con F , G, H \e tre facce 
adiacenti a'b', a'c', b'c', e projettando ciascuna faccia sui tre piani 
coordinati XY, AZ, TZ, avremo 


F = 


X y 

x" 1 / 


= ab(X,p,-p,X,), F^,= 


F..r= 


ùC z 
ocT z" 

V' ■z' 
?/' z" 


= ac(Y,v,-v,Xj). 
= bc (lL,Vj-V,p,). 
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G., = ab O-.lAj-iA.Xj) , G„ ^ ac l)^,v,-v,X,) , Gj, = 6c ([a.Vj-v.iaj) , 
//,, = a6 (Xjjij-jA,),,), G„ = ac (XjVj-v,Xj) , 1/,. = 6c (hjVj-v.Hj) ; 

quadrando tutte queste uguaglianze , addizionando i risultamenli , 
tenendo presenti le formole (17), e ricordandosi (23, 106) che 
F*,y+F*„+f’,,=F% G’,j+ec.=G*, //\j+ec.=/i*, troTeremo 


(31) 


F=+G*+J/*:=a’6*+a*c‘+6V ; 


laonde la somma de' quadrali delle facce adiacenti del parallele- 
pipedo costruito su Ire semidiametri coniugati è costante. 

310. Sia (qrs) la direzione d'una retta a, sulla quale si projettino 
i tre semidiametri coniugali a', b', c': avremo a'„=x'q + y'r + z's, 
(29, 79,) 0 rimettendo per x' ,y' , z' le loro espressioni in funzio- 
ne di X,, |x, , V, , sarà 

n ’(7 = nX,7 -I- h[i,r + cv,s , c similmente 
b'f^ = aX,q + 6[i,r -i- cVjS , 
c'<7 = aXjg + ftjjijr -t- cvjS ; 

quadrando queste formole, addizionando i risultamenli , e tenendo 
presenti le (li) e (16), troveremo 

(32) a'\ + + c'*j = n*q* + b*r + c*s* , 

laonde la somma de’ quadrati delle proiezioni di tre semidiame- 
tri coniugali qualunque sopra una stessa retta è costante. 


C.\PITOLO V. 

Delle sezioni bettilinee, e ciecolari delle superficie 

DI SECONDO GRADO. 

ART. I. 

Dello ■ezioni retlllinee. 

311. Poiché le due iperboloidi s'estendono indeflnitamenleda una 
parte e dcHaltra, si può, in generale, cercare se tra le superficie 
di 2“ gr. ve ne sien di quelle sulle quali possa adagiarsi in tutta la 
sua estensione una retta. Consideriamo per ora quelle dotate di cen- 
tro, comprese neircquazionc 


(I) 


+ 


r 

6* 


= 1 
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riferita agli assi ; e poniamo che 

(2) y = mx + p , z—nx + q 

sìa una retta adagiata, se è possibile, sulla supcrOcie (I). Secondo 
quest’ipotesi, eliminando dalla (1) y e z per mezzo delle (2) l’equa- 
zione risultante in x, cioè 




6*^ c* ’ 


devesi verificare per qualunque valore di x, il che richiede che s’ab- 
biano le relazioni seguenti : 


ri + i;i + -7ì = °> 


mp nq 



La prima non può verificarsi finché positivi, 

il che à luogo per l’ellissoide, e però sullo superficie d' un’ ellissoide 
non si può mai adagiare una retta, ciò che è manifesto per la for- 
ma limitata e chiusa di questa superficie. Supponiamo quindi che 

la superficie sia l’iperboloide a una foglia, per la quale è nega- 
tivo : in tal caso le precedenti condizioni divengono 


( 3 ) 


I m* n’ _ mp nq _ p* 9* — l 


Posto ciò, avendosi tre equazioni e quattro quantità da determi- 
nare, una di queste può esser presa ad arbitrio, e sia la m ; allora 
dalla prima (3) si trae 


^6^-1- o’ni- 
ab 


indi, eliminando q dalla seconda e terza (3), e osservando che per la 
6-c* 

prima è 6*n*-c*m*= , e tenendo presente la (i), s’ottiene 


(5) p = ±v/ò*+a*m* , 

e finalmente ponendo questo valore nella terza (3), e tenendo pre- 
sente la (t), si à 
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Sosliluili questi valori (4), (3) e (6) neilc (2) si ònno le rette 


0 ) 


y=mx 




/cv/6*+a*m* am\ 


le quali sono reali flncliè c’ è positivo, cioè ne! caso supposto del- 
l'iperboloide a una foglia ; ma sono immaginarie per quella a due 
foglie, poiché per passare dalla primaalla seconda superficie devesi 
mutare c’ in — c’ , e quindi c in c v/ — I ; onde sulla super fide del' 
l'iperboloide a due foglie non si può adagiare alcuna retta ; e 
però delle tre superficie dotate di centro la sola che gode di questa 
proprietà i l'iperboloide a una foglia. 

312. Per ogni valore di tn s'ànno in corrispondenza due rette, le 
quali sul piano XY, su cui sta rdlisse di gola, si trovano progettate 
entrambe o sulla retta 


(8) y = mx+ \/b^+ahiì‘ , 
0 suU'altra parallela 

(9) y=mx— , 

e sul piano XZ una è projetlata sulla retta 


( 10 ) 

l'alira sulla retta 
( 11 ) 


c am 

■ X , 

ab b 


c am 

z = r X — j- . 

aò b 


Ora la retta (8) è tangente l’ellisse di gola ^ f^tti 

perchè una retta y=mx+p sia tangente quest’ellisse, dev'essere 
ahn‘p'—{p*—b^) (ò’+o*m*J, o quest'eguaglianza è verificata dalla 
retta (8), per la quale p*=6Ha’m’. Similmente la retta (9) è tan- 
gente la stessa ellisse di gola ; onde le rette che s'adagiano sul- 
l'iperboloide. Irovansi proiettale nel piano dell’ ellisse di gola sul- 
le tangenti di quest' ellisse. 

E si può dimostrare parimente che ciascuna delle rette (10) e (11) 
è tangente l’iperbola principale sul piano XZ. 

313. Posto ciò. le due rette (8) e (9) essendo due tangenti paral- 
lele dell'ellisse di gola, possiamo considerarne una sola, la prima 
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p. e. , perchè l'aUra è posizione che prende la prima quando il ra- 
dicale si prende negalivamenle ; laonde l ipcrboloidc a 

una foglia si può tenere come il luogo dei due sistemi di rette, uno 
de' quali ò dato dal complesso delle due equazioni 


(12) i/=ma;-t- v^6*+a’m* 


! v/6*+a’ 
ab 


m‘ 


x+- 


am 


e l’altro dal complesso delle due equazioni 


(i3) 


c v/b*-l-a*m' am 

ij=mx+ , z = ^ x — —, 


col far variare il parametro m. Quando m=: 0 , si ànno le due rette 
^y=b , z=±-^ , che sono parallele agli asintoti dell’ iperbola 

principale sul piano XZ. 

314. Alla stessa conclusione si perviene altrimenti, osservando 
che l’equazione deH’iperboloide in discorso può prender la forma 


ed è verificata sia dal sistema 


(14) 


— 

a 


sia dall'altro 


(IS) 


X 

a 




essendo k, k' due costanti arbitrarie. Ora ciascuno di cotesti siste- 
mi rappresenta una retta, e ben si vede che le rette, che si ànno 
dalla (14) col dare tutti i possibili valori a k, son diverse da quelle 
che si ànno dalle (15) per tutti i possibili valori di k'. 

315. Le rette de’ due sistemi sono rispellivavienie parallele ai 
lati del cono asintotico ; imperocché l’equazione di questo cono è 


X* j/* z* 

à* '6* - 


0 


e due suoi iati qualunque son dati dalle equazioni 

c \/b*+a*m* 

y = mx, z = ± ^ x; 
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ora qucsle due rellc per un dato valore di m sono parallele alle 
due (12) e (13) per lo slesso valore di m. 

316. Da ciò segue che Ire rette prese comunque ne' due sistemi 
non sono mai in uno stesso piano ; allrimcnlo il cono asintotico 
avrebbe tre lati esislcnli in uno stesso piano, e ciò non è, essendo 
il cono di 2° grado. 

317. Siccome la trasformazione delle coordinate non altera l'equa- 
zione delle superficie, cosi eseguendo questa li asformazionc i mem- 
bri delle (14) e (15) divengono, in generale, delle funzioni lineari 
della forma lx+my+nz+p=o, si' che dinotando con a, p, y, 5 quat- 
tro polinomii di questa forma, l’equazione dcU'iperboloide a una fo- 
glia può rappresentarsi cosi : 

16) ap = TÒ, 

c le rette d'uno do' sistemi son date dalle equazioni 

(17) a=ky, fcp = S, 

0 quelle dell'altro sistema sou date dalle due equazioni 

(18) a = k'ò, k'^ = y. 

318. Una retta quahinque d'un sistema incontra tutte quelle 
dell'altro. In fatti la retta (17) e la (18) stanno nello stesso piano 

. a — ky + fcfc'P — k'S = o ; 

imperocché questa equazione è veriflcala sia ponendo a=ky, fcp=S 
sia ponendo a-k'S, k'^-y ; quindi ritenendo per k uno stesso valo- 
re qualunque, c dando a k’ tutti i valori possibili, la retta corrispon- 
dente a quel valore di fc e una qualunque del sistema (k') st aranno 
in un piano, cioè s'incontreranno. 

319. Due rette d'uno stesso sistema non sono mai in unpiano. 
In fatti sieno k, , le, due valori di le ; le rette corrispondenti saranno 

a—k,y = o, t,p — 6 = 0 , 
a — = 0 , fc,P — 6 = 0 ; 

l’equazione del piano che passa per la prima à la forma 
a — k,y + h (k,p — 6) = o , 

e quella dell'altro che passa per la seconda à la forma 
a-kty + h (fe,p - 6) = 0 ; 

or queste due equazioni non possono essere identificate sin che k, 
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e A '2 son diverse, (|uiiidi neppure i piani currispondenli pulranno co- 
incidere in un solo. 

320. l*oicliò , secondo si è qui innanzi moslralo, per uno slesso 
punto dell'iperboloide a una foglia passano due diverse rclle csislenli 
sulla supcrlìcie, c poiché una retta è tangente di sé stessa, così vo- 
lendo per un punto dell'iperboloide a una foglia condurre il pia- 
no tangente, basterà condurre per quel punto le due rette (r), (r') 
una d'un sistema, l'altra dell'altro, c per quelle rette far passare un 
piano, die sarà il cercalo. Questo piano, comunque contenga cia- 
scuna delle due rette, sani non pertanto tangente solo nel punto 
d'ineonlro ; imperocché se prendasi un altro punto sulla retta (r) 
p. e. , e si conduca per lo stesso punto la rctia (r") deH'altro siste- 
ma, queste due rette (r), (r") determineranno un altro piano tan- 
gente nel loro punto d'incontro, e questo piano sarà diverso da quel- 
lo delle due (r), (r’), poiché (r'), (r") non sono in uno stesso piano 
(n.“ prec.). 

321. L'iperboloide a ima foglia è una superficie rigata e stor- 
ta (n." 183) ; imperocché le rette d’uno qualunque de’ due sistemi, 
che stanno su questa superficie, non s’incontran punto (n.“ 319), e 
per contro ciascun delle rette (r), (r'), (r"), ec. d’ un sistema in- 
contra tulle quelle dcU’altro (n.” 318); siche, se tre qualunque di 
queste rette si suppongon fisse, le rette (r), (r'), ec. sono le suc- 
cessive posizioni che una qualunque di esse, e sia la (R), prende col 
muoversi appoggiandosi su quelle tre rette fisse ; ond'è vero che l'i- 
perboloide a una foglia è una superficie rigata, ed è pure storta. 
perché due posizioni successive della generatrice non sono in uno 
stesso piano. 

322. Reciprocamente la superfìcie generata da una retta, che 
si muove appoggiandosi costantemente su tre rette fisse (d), {B), 
(C), due qualunque delle quali non sono in uno stesso piano, è 
un'iperboloide a una foglia. In falli per ciascuna delle rette (A), 
(R) conduciamo un piano parallelo alla terza retta (C) ; questi pia- 
ni, giusta l’ipotesi, si taglieranno secondo una retta (C'j parallela a 
(C); similmente per ciascuna delle rette (A) c (C) si conduca un pia- 
no parallelo a (B), c l’intersezione (B'j di questi piani sarà parallela a 
(B); finalmente menando per ciascuna delle rette (B) e(C) un piano 
parallelo ad (A), rinlersczione (A') di questi piani sarà parallela ad 
(A). Cosi avremo un parallelepipedo (P) i eui lati opposti sono diretti 
rispettivamente secondo (A), (A'); (B), (B'); e (C), (C'). Prendasi per 
origine delle coordinale il centro 0 di questo parallelepipedo, e per 
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esso si conducano Ire assi OX, OV, OZ paralleli rispelUvamenle ad 
(A), (B), (C). Dinotino 2a. 26, 2c i tre lati adiacenti del parallelepi- 
pedo , diretti rispettivamente secondo gli assi OX, OY , OZ; le 
equazioni delle tre direttrici (A), (B), (C) saranno ordinatamente 

(19) j/=6, s=-c; x=-a, z-c; x-a, y=-b , 

Sieno inoltre 

(20) x=vìz+p , y=nz+q 

le equazioni della generatrice, e le condizioni perchè essa s'appog- 
gi su ciascuna delle rette (19) saranno 

(21) 6-t-en-g=o, a+cn»-t-p=o, (p-a)n= q+b)m: 

si tratta ora di eliminare m, n. p, q fra queste equazioni e le pre- 
cedenti(n.® ISA); ciò ottiensi combinando le(20)e leprimedue(21), 
con che si à 


m 


x+a 
z—c ’ 


n 


y~b 

z-f-c 


P 


ex + az cy + bz 

, q = -~ -, 

z—c z+c 


c messi questi valori nella terza (21) e riducendo risulta 

(22) CTy-i-bxz+ayz+abc-o , 

la quale equazione di 2,” gr. rappresenta l'iperboloide a una foglia 
(n.® 258, es. V), che à per centro quello del parallelepipedo (P) ; 
inoltre gli assi delle coordinate sono tre generatrici del cono asinto- 
tico. L'esistenza del parallelepipedo (P) e gli assi coordinali rispetto 
ai quali l'equazione dell'iperboloide a una foglia prende la forma 
(22) fu scoverta dal Sig. J. Binbt , insieme con altre proprietà 
di detta superficie. 

323. Prendendo per direttrici le tre rette (A'), (B') , (C) , le 
cui equazioni sono 


j/=— 6, Z—c; x=a, z=—c; x=—a, y—b. 


allora per avere l’equazione del luogo descritto della generatrice 
(20), basterà cambiare nella (22) a, 6, c rispettivamente in — a, 
— b, — c, il che non altera queU’equazione: laonde la stessa iperbo- 
loide ammette un secondo modo di generazione con una generatrice 
rettilinea, come altrimenti è stato provato. 

324. Assumendo per equazioni della generatrice le seguenti ; 


(23) 


X-x _Y-y _Z-z 
cosa ” cosp ~ cosY ’ 
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in cui X, y, Z sono le coordinale variabili, le condizioni perchè 
questa retta s’appoggi sulle tre (19) nelle quali le coordinate 
devono essere sostituite da X, Y, Z si possono esprimere cosi ; 

b — y_ c+z c— z_ a+x a—x_ b + y 
co.sg COSY ’ cosY cosa ’ cosa ~ cosp ’ 
e moltiplicando per ordine, restano eliminali i coseni, e risulta l’e- 
quazione (x-a) (y-b) (z-c) — (x+a) (y+b) (z+c), che sviluppala 
coincide con la (22). 

325. Quattro rette qualunque d'uno de' due sistemi tagliano 
tutte quelle dell'altro sistema in uno stesso rapporto anarmonico. 
Imperocché se per una qualunque retta (r) di questo secondo siste- 
ma, e per ciascuna di quelle quattro (A), (B), (C), (D) conduciamo 
un piano, avremo quattro piani distinti, che si tagliano secondo la 
retia (r) ; e sappiamo che una trasversale qualunque è divisa da 
questi quattro piani nello stesso rapporto anarmonico del fascio 
de’ piani : ora ogn’altra retta del sccendo sistema incontra le quat- 
tro (A), (B), (C), (D) in punti situati in detti piani, quindi rimane 
divisa nello stesso rapporto anarmonico del fascio di questi piani. 

Reciprocamente se due rette non esistenti in uno stesso piano, 
sono omograficamente divise, il luogo delle congiungenti i punti 
corrispondenti è un'iperboloide a una foglia. In falli sieno a-o, 
P=o, e Y=o, 5=0 le due rette date; una retta fìssa die s’appog- 
gia su ciascuna delle prime due avrà per equazioni a=/i^, Y—fcò ; 
e un’altra retta mobile, che pure s’appoggia sulle due date, avrà per 
equazioni a=/i'p. Y=fc'S ; e perchè questa retta divida omografica- 
mente le due date dev’essere /i': /i=/i':fe. Eliminando k' tra que- 
st’eguaglianza e la seconda delle due equazioni precedenti, le equa- 
zioni della retta mobile divengono a=h'g, h'f=h'kò, e per avere l’e- 
quazione del luogo di questa retta converrà eliminare /t' fra queste 
equazioni, il che dà h^'(=k%5, che è l’equazione d’ un’ iperboloide a 
una foglia (n.” 317). 

326. Consideriamo ora le due paraboloidi, e primamente quella 


2.3 

iperbolica, la cui equazione è e può scriversi cosi: 
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Sta sulla superficie della paraboloide iperbolica, la quale perciò può 
tenersi come generala del moto d'una retta, cioè come una super- 
fìcie rigata, al pari dell ìperboloide a una foglia. Però nella parabo- 
loide iperbolica tulle le rette d'uno stesso sistema sono parallele 

3C 00 1 / 

sia al piano — l--f-=o, sia all’altro -^=o, come lo mostrano 

ab ab 

le prime equazioni (23) e (2G). 

E rispetto alla paraboloide in questione si possono dimostrare due 
teoremi analoghi a quelli del n.' 307 e 308, cioè che una retta qua- 
lunque d’un sistema incontra tutte quelle dell'altro, mentre due 
rette d'uno stesso sistema non sono mai in uno stesso piano; ond'è 
che la paraboloide iperbolica è superficie storta. 

327. La pàraboloide ellittica non è ridata] imperocché la sua 

00 ^ jil 2 

equazione ij — + , e però rispetto a quest'equazione i due 

fattori del primo membro (24) risultano iramaginarii. 

328. Possiamo dimostrare reciprocamente che il luogo d’una 
retta, la quale si 7nuove appoggiandosi coslanlemcnie sopra tre 
rette parallele a uno stesso piano, è una paraboloide iperbolica. 
In falli prendasi questo piano pel coordinalo XY; per assi delle x c 
delle y due parallele a due delle tre direttrici, e per asse dcllezuna 
delle rette che s'app'oggia sulle tre date, cioè una posizione della 
generatrice. Dinotando con a, b, c le rispellive distanze dall’origine 
de’ punti ne’ quali le direttrici incontrano l’asse delle z, le equazio- 
ni di queste direttrici saranno 

x-o, z=a ; y=o, z=b ; x=my, z-c ; 

onde una retta che incontra le prime due di queste direttrici avrà 
per equazioni 

(26) x=h (z-a ) , 7j=k {z-b), 

e perchè incontri benanche la terza dev’essere h{c—a)=km (c-b). 
Quindi per aver l'equazione del luogo richiesto converrà eliminare 
h, k tra colesta equazione e le (26), il che dà 

(c- a) X (z-h) = m (c-6) y (z-a), o sia 

I (a-c) x-l ni (6-c) y\z~am (h-c) y+ (a-c) b x. 
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or quest'equazione appartiene a una paraboloide iperbolica, essendo 
che i termini contenenti le variabili a 2 ° gra. si scompongono in due 
fattori lineari. 

329. Anche la paraboloide iperbolica si trova cercando la super- 
ficie generala da una reità, che s'appoggia coilanlemenle su due 
rette fisse, manlencndosi parallela a un dato piano direttore. 
In fatti prendasi questo piano pel coordinato XY ; per asse delle y 
la retta congiungcnte i punti in cui le rette date incontrano il piano 
direttore ; sia origine delle coordinate il punto di mezzo di quella 
congiungenle ; il piano delle x e z sia parallelo alle direttrici ; e 
finalmente l'asse OZ formi angoli eguali con dette direttrici. In que- 
sto modo le equazioni di queste rette saranno rispettivamente della 
forma x-mz , y—h-, x=—mz, y——b, c la generatrice, dovendo 
e.sser parallela al piano XY, avrà per equazioni z = 7 , i/ = Xx + p. 
Or, perchè questa retta incontri ciascuna delle precedenti dev’ es- 
sere p.^ 0 , b—Xm-x ; laonde eliminando le costanti 7 , X, p tra questo 
equazioni e le due precedenti, avremo per equazione del chiesto 
luogo geometrico myz—bx, appartenente a una paraboloide iper- 
bolica. 

330. Faremo da ultimo notare che mila paraboloide iperbolica 
tre rette qualunque d’un sistema tagliano in un rapporto costan- 
te tutte quelle dell'altro sistema. Imperocché quelle tre rette sono 
parallele a uno stesso piano, e però per ciascuna di esse può con- 
dursi un piano a quelle parallelo ; or ogni retta compresa fra tre pia- 
ni paralleli è divisa in parti proporzionali, quindi ogni retta del se- 
condo sistema, poiché s'appoggia sulle tre del primo, incontra i tre 
precedenti piani paralleli, e perciò rimane divisa in un rapporto co- 
stante. 


ART. II. 


nelle aezlonl circolari nelle «nperflele di secondo abrado. — 
Condizioni perchè una snpcr6cle di S° (-rado sla di rolazione. 


331. Abbiarn veduto che le superficie di 2“ gr. possono, in gene- 
rale, esser tagliale da un piano secondo un’ellisse ; quindi si può 
cercare se possano esser tagliate benanche secondo un circolo. Con- 
sideriamo primamente le superficie dotate di centro, che riferite ai 
loro assi sono tutte racchiuse neU'cquazionc 


(i) 


4 . Jt!! L i! 
a> ò= ^ c* 


= 1 
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immaginiamo una sfera di raggio r, e col centro in quello della 
superficie (1 ) ; la sua equazione sarà 


( 2 ) 



solliaendo queste due equazioni si à l'altra 


( 3 ) 


(j.— ^)»'+ 


la quale rappresenta un cono, che passa per gli stessi punti comu- 
ni alle due superficie (1) e (2), cioè per la loro linea d’intersezione, 
perchè la (3) è verificata da quegli stessi valori che verificano a un 
tempo (1) c (2). Ora. perchè la linea d'intersezione di quelle super- 
ficie sia un circolo, dev’essere piana, e reciprocamente se è piana è 
un circolo, perchè una sfera non può esser tagliata da un piano che 
secondo un circolo: è d’uopo quindi che l’equazione (3) in lai caso si 
riduca a quella d’un |>iano, anzi al sistema di due piani, essendo 
di 2“ gr. Ma perchè la (3} possa ridursi ad equazione di due piani, 
il primo membro devesi scomporre in fattori lineari ; e poiché essa 
contiene soltanto i quadrali delle variabili, non può scomporsi in 
fattori lineari e reali, se non riducendo a due questi quadrati, cioè 
supponendo che il coefficiente del terzo sia nullo, ciò che può farsi, 
essendo che r è arbitraria. Inoltre è d’uopo che il coefficiente che 
s'annulla sia quello che rende di segni opposti i due che rimango- 
no, allrimenle s’avrebbe un’equazione il cui primo membro sarebbe 
una somma di due termini, per qualunque valore delle variabili, e 
perciò non potrebbe mai esser nullo, o vero sarebbe il prodotto di 
due fattori immaginarli. Con queste avvertenze, nel caso dell’ ellis- 
soide, ove è sempre possibile supporre a>6>c, non si può suppor- 
re altrimenti che r—b , si che la (3) si riduce a 


(t) 


(a* 6*)"’"°’ 


e quest’equazione rappresenta col fallo due piani reali. Colesti piani 
che tagliano rellissoide secondo circoli , passano per l’asse medio 
26, quindi sono perpendicolari alla sezione principale (ac), c la loro 
posizione si determina agevolmente ; poiché, essendo essi quelle 
stessi che tagliano la sfera di raggio r-6, le tracce (i) di questi pia- 
ni dovranno incontrare l’ellisse principale («c) in quegli stessi punti 
ove rincontra la delta sfera ; laonde col centro quello della superfi- 
cie, e con un raggio eguale al semiasse intermedio si descriva nel 
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piano della ellisse principale (ac) un circolo , il quale inconlrerà 
quest’ellisse in quattro punti, che uniti col centro daranno le tracce 
de’ due piani (4). Questi piani inoltre, secondo questa costruzione, 
0 secondo la stessa equazione (4) sono simmetricamente posti ri- 
spetto alle due sezioni principali (ab), (bc) ; per brevità li dinote- 
remo con (C,), (Cj). 

Pertanto, osservando che le sezioni fatte in piani paralleli produ- 
cono nella superflcie di 2® gr. curve simili, possiamo conchiudere 
che neU'ellissoide vi sono due sistemi di sezioni circolari, in uno 
de’ quali i piani seganti son paralleli al piano (C,), e nell’altro sono 
paralleli al piano (C,) : i piani (C,), (C,)sono perciò delti ciclici. 

332. Se la superflcie è un’iperboloide a una foglia, allora per ri- 
durre Tequazione (3) a quella di due piani non si può supporre che 
soltanto r=a ; cosi, mutando c’ in — c*, l'cquaziono di detti piani è 

Questi piani ciclici passano per l’asse reale 2a, il maggiore del- 
l’ellisse di gola, e la loro posizione si determina come quella de’ pre- 
cedenti piani (C,), (C,), descrivendo dal centro dell’iperboloide nel 
piano della sezione (6c) e con un raggio a un circolo, che incon- 
trando l’iperbola (bc) determina le tracce di detti piani. 

Pertanto nell’iperboloide in discorso i piani ciclici passano per 
l’asse maggiore deH’ellisse di gola, e quindi nel cono 


( 6 ) 



ove a>b>c, i piani ciclici sono gli stessi (3); e nel cono reciproco 
n*x*-i-ò*?/*-c*z*=o, essendo ^ ' P*®"' ciclici passano 

per l’asse OY, e le loro equazioni sono 


(C') (a‘-6’) X* - (6Hc*) z’ = o. 


333. Chiamando P e Q i due fattori lineari dellaXó) si ù 


É. 


3/H: 


= PQ-, 


ora ne’piani paralleli a questi si anno le sezioni circolari del cono (6), 
perciò per queste sezioni, o sia per la superficie conica, le variabili 
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X, y, z deH’cquazionc prcrcdcnlc devi'iio (‘ssoro quelle slcsse del- 
la (6) ; allora l'equazione precedente diviene 

x^+y^+z^^-à^PQ , • 

e rappresenta il cono che ù per vertice l'origine e per piani ciclici 
i due P=o, Q=o. Ora il primo membro è il quadrato della distanza 
d’ un punto {xyz) del cono dal vertice, e P e 0 sono proporzionali 
alle distanze dello stesso punto dai due piani ciclici, quindi risulta 
che il quadralo ddìa disianza d'un puwo qualunque M della sii- 
perlicie d'un cono dal vertice è proporzionale al rettangolo del- 
le distanze dello stesso punto M dai due piani ciclici. 

3St. Ponendo per un momento a'*=a*— 6*, c'*— a*-|-c* , l'equazio- 
ne {!>) iliviene c*n'*i/*-6*c'*z*=o, di modo che le equazioni dc'pia- 
ni ciclici del cono (6) sono 
(7) ca'y-bc'z=o , ca'y+bc'z=o , 

e differiscono tra loro pel segno di c'. 

Posto ciò la generatrice c il piano tangente nel punto (Jiiv) àimo 
per equazioni rispettive 


(8) 


m _ 1/ _ 2 

l ~ u ~ V ’ 


IX 1(1/ 112 


ed eliminando y fra la prima (7) e la (9) s'olticnc 
(10) bc‘a’tx—a-(ba'v—cc'ìi) 2 = 0 : 

la prima (7) e questa (10) sono le equazioni dcH'intersezione del 
piano tangcnie (9) col primo piano ciclico (7) ; si che. chiamando 
e r angolo che la generatrice (8) forma con quest’ intersezione , e 
ponendo per brevità , si trae, dopo facili riduzioni 

coss=c'l : aH. Quindi se e' è l'angolo formalo dalla stessa genera- 
trice con l’inlersezione del piano tangente (9) col secondo piano 
ciclico (7), basterà cambiare c' in - c' per avere cose', onde risulta 
cosE= — cose', e però il piano tangente un cono taglia i due pia- 
ni ciclici secondo due relle, che s'inclinano egualmente sul lato 
di contallo. 

33;i. Finalmente nel caso dell' iperboloide a due foglie bisogna 
nella (1) c quindi anche nella (3) cambiare b- in —b^ e c* in — c* , 
cosicché , supponendo l»c, non si può supporre allrimcnli che 
r* =-ò*, per avere requazionc di due piani reali, la quale si trova 


essere 

(IO) 
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Questi piani ciclici sono bensì reali, ma non incontrano l’iperboloi- 
de , perchè il raggio r della sfera in questo caso è cioè 

immaginario ; però non è men vero che le sezioni parallele sono 
curve simili, e quindi se i piani (IO) danno circoli , comunque im- 
maginarii, i piani paralleli, che tagliano col fatto la superficie daran- 
no drooli reali. 

Pertanto in ogni superficie di 2® gr. dotata di centro esislon, 
sempre due diversi sistemi, c soltanto due, di piani paralleli, 
che producono sezioni circolari. 

336. Fra i diversi piani paralleli d’ uno stesso sistema , ve n' è 
di quelli che risultano tangenti la superficie ; per questi piani la se- 
zione è lo stesso punto di contatto, che può tenersi come un circo- 
lo infinitamente piccolo ; a questo punto si dò il nome di um bi- 
lico, e se ne possono facilmente calcolare le coordinale. Infatti 
neH'eltissoidc i punti, ne’ quali i piani paralleli ai piani ciclici toc- 
cano la superficie, sono gli estremi dei diametri coniugali di quelli 
che passone per quei quattro punti, che servirono a determinare le 
tracce di detti piani ciclici (n.“ 331). Dinotiamo quindi con x, z 
le coordinate d’uno qualunque di cotesti punti, o sia le coordinate 
dell’estremo del semidiametro b' coniugalo di b, c avremo 

x‘+ 2*=6'‘ , ^ + -^ = 1 , 6'*+6»=o*+c* , 

C* 

da cui si ricava 


( 11 ) 


X 


a‘(a’-b*) ,_c» (b«-c^ 




n*-c* 


Queste formolc, sempre reali nel caso dcU’ellissoidc, determinano 
quattro umbilichi su questa superficie, posti sulla sezione principa- 
le (oc) ; ma applicando lo stesso proccdimenlo alle altre due sezio- 
ni (6c), (ab), 0 pure cambiando z in g, o quindi c in ò c reciproca- 
mente, 0 X in 2 /, e quindi a in 6 c ò in a, si trova nel piano della 
sezione (6e) 


( 12 ) 

e nel piano della sezione (ab) 
(o«-c«) 


„*__b»(o*-b‘) cMa*-c>) 

b*-c* ’ b>-c> 


(13) 


x^ 


a*-b* 


y*=- 


b* (b*-c’) 
a*-b» 


onde in questi piani gli umbilichi sono immaginari!. 
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Cangiando c* in -c* , o c* in — c* e 6* in -6* nelle (li), (12) e (13) 
si conchiude che neH’iperboloide a una foglia non vi sono umbili- 
chi reali, e neH’iperboloide a due foglie vi sono quattro umbilichi 
reali nel piano della sezione (ac), e negli altri due piani principali 
gli umbilichi sono immaginarii. 

337. Giova notare che due superficie le cui equazioni sono della 
forma (2), ma in modo però che i coefficienti de'quadrati della stes* 
sa variabile differiscono per una stessa quantità k, ànno gli stessi 
piani ciclici. In falli l’equazione (i) resta inalterata se invece di 

< 1 * ’ T* ’ ^ poniamo rispettivamente + + ^ + 

similmente la (5) non mula ponendo invece di -V , -ri , — r ri- 

a* 6* c* 


speltivamente ^ ^ ^ + *ì c cosi pure la (10). Quin- 

di ne segue che l'iperboloide e il suo cono asintotico ammettono 
gli stessi piani cictici. 

338. Due sezioni circolari, una d'un sistema l'altra dell'altro sono 
parallele ciascuna a ciascuno dei piani che s'ànno dsH’equazione 




ma l'equazione d’un piano difl'eriscc da quella d’un piano parallelo 
solo per una costante, c però l'equazione di due piani paralleli ai 
piani (14) deve differire da quest'equazione per una funzione lineare 
delle coordinate, vale a dire dev'esser della forma 


(ir, - T.) + (i - p) »■ + (i - f) -“+»=». 


essendo, in generale, v un quadrinomio di 1® gr. in x,y,z. Quest'e- 
quazione dà due piani che producono nella superficie sezioni circo- 
lari, una d’un sistema l’altra deU’allro, e perciò le coordinate »,y,z 
devono soddisfare a un tempo la precedente equazione e la (1), e 
quindi benanche la loro differenza, che è 


c rappresenta una sfera ; laonde due sezioni circolari qualunque, 
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una d'tin sUtema, l'nlira do.ll'nllro iti trovano xojira una ftleasa 
sfera. 

339. Passiamo ora a considerare le due paraboloide, che vnn 
comprese ncU’equazione 


(15) 



ove il segno superiore à luogo per la paraboloide ellillica, e l’infe- 
fiore per riperbolica : por sapere se ammollano sezioni circolari, 
consideriamo quella che passa pel verlicc della superficie ( origine 
delle coordinale) e abbia per raggio r: è chiaro che quesLa seziono 
circolare slarà sulla sfera che à per equazione 
(16) x^ + y^ + z'-^2rz. 


indi eliminando il termino in r. Ira queste dtio equazioni olloninum 
Tal Ira 


(17) 





0 . 


che è quella del cono che passa per la linea d'inlorsezione della su- 
perficie (15) e della sfera (IC); si che, ragionando come al n.® 331. 
perchè la (17), nel caso della paraboloide ellillica e supponendo 
a> b, si potesse ridurre all'equazione di due piani, dev' essere 


I 

r 



0 vero r=a; cosi la (17) diviene 


(18) {a-b)y-=tbz\ 

Quest’equazione è quella dei piani ciclici della paraboloide ellillica: 
da essa scorgiamo che delti piani sono reali, e nel tempo stesso 
vediamo che divengono immaginarii per la paraboloide iperbolica, 
perchè per questa superficie b* devesi mutare in — b'; laonde deìte 
due paraboloide, la sola ellillica animelle due sùUemi di sezioni 
circolari, menlre l'iperbolica non ne à alcuno. 

340. Due sezioni circolari apparlcnenli l’una a un sistema e 
V altro aWopposlu stanno in una stessa sfera. 

In falli secondo le equazioni (18) il sistema di due qualunque di 
tali sezioni è il seguente : 

(:-t) >/ = » ■ 
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e sommando quest'equazione con la (IS) presa col solo segno + in- 
nanzi al secondo termine, ne risulta l'altra 

(z-k) (z-k') + ìf+x^-2 az + (k-k') y = o , 

* tl 

che appartiene ad una sfera ; ond'è vero c. c. b. d. 

341. SuPEBFiciE DI ROTAZIONE. — Coiiiunquc avessimo già trova- 
te (n.® 216) le condizioni che debbono aver luogo tra i coefficienti 
dell'equazione generale 

(ì9)¥{x,y,z)=Ax^+By*+Cz'‘+2{Dyz+Exz+Fxij)+i{Gx+HyfIz)+K=Q 

perchè rappresentasse una superficie di rotazione, non pertanto è 
buono dedurre con altro procedimento le medesime condizioni. E 
però osserveremo primamente che la superficie di rotazione è tale, 
che tagliandola con piani perpendicolari all'asse di rotazione, le se- 
zioni devono essere de' circoli : sieno pertanto 

Ix-rmy+nz^ , lx+my-^iz=p' 

le equazioni di due piani paralleli, i quali saranno perpendicolari 
all’asse di rotazione se l, m, n sono i coseni degli angoli che que- 
st’asse forma coi tre assi coordinati. Posto ciò, moltiplicando cole- 
ste equazioni ne risulta l'equazione quadratica 

(20) l-x-+vihf+n‘z^+2{mnyz+lnxz+lmxy)-pp'=o , 

che si può considerare come quella d’una superficie di 2* grado. 

Ora se moltiplichiamo quest' ullim’equazione per un’indeterminata 
il, c sottraiamo il prodotto dalla (19) l’equazione risultante 

(A-/il*)a:*+(ii-iim*)y*+(C-/in*)z*+2(/)-hmn)yz 

+2.{E-liln)xz+2{F-hlm)xy+2(Gx+Hy-^-Iz)-hpp'+K=o 

sarà quella d’un’allra superficie di 2® gr. , la quale passerà per l’in_ 
tersezione della superficie data F=o coi due piani (20) ; e conse. 
guenlcmenle, perchè queste intersezioni fossero due circoli, è neces- 
sario e sufficiente che la precedente superficie sia quella d’una sfera; 

•1 che avviene se ùn luogo le seguenti condizioni: 

(22) 5 A-hl'‘:^B-hm^C-hn\ 

i D—hmn^o , E— iiin=o , F—hlm=o ; 

alle quali conviene aggiunger l’altra Pertanto aven- 

dosi in tutto sei equazioni distinte, e dovendo determinare soltanto 
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quattro quantità /(, (, m, n, ben si vede clie s’avranno due equazioni 
di condizione. E primamente dalle seconde (22) si trae 


(23) 


l:m :n = 


I 


I 

È 


F ’ 


e con queste formole si delermina la direzione dell'asse di rota- 
zione. Inoltre dalle stesse equazioni si deduce 


( 2 *) 



DF 

~¥ 


= /im^ , 


DE 

F 


= hn^ , 


e in virtù di queste relazioni le prime (22) divengono 


(25) 


A- 


D E 


C 


M _ 

F ’ 


queste due equazioni, indipendenti dalle quanlilù che debbonsi de- 
terminare, sono appunto le condizioni richieste. Inoltre è necessario 
che i tre binomi! (25) sieno diversi da zero; imperciocché se fossero 

nulh avremmo , 71= — , C = -^ , c messi questi valori di 

A, B, C nella (19), queU’equazioiie può prender la forma 

i 

DEF(~+^+^y -\-2{Gx+Hy+Iz:)+K=o : 

ora passando ad assi paralleli sappiamo che si potranno fare spari- 
re dalla (19) o i termini in x, y, z, o due di questi termini e il ter- 
mine noto K, senza alterarsi i coefilcienli de’ termini a 2** grado, 
quindi l’equazione precedente può prendere una delle due forme 




la prima delle quali rappresenta due piani reali o immaginarli ; c 
la seconda rappresenta una superficie, la quale è tagliata da piani 
paralleli al coordinato YZ secondo rette, e perciò non può essere 
una superficie di rotazione. Pertanto le condizioni necessarie e suf- 
ficienti perchè la superficie di 2“ grado rappresentata dalla (19) 
sia di rotazione sono le seguenti : 


(26) 


A- 


EF „ DF _ DE 


> 


Or 


come già sapevamo (21, 216). 
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:U2. Ponendo per seinplicilà -ir — , -w = f-' , ^ ' ^ >'> 

U h r 

ncndo presente la relazione si ricava dalle (23) 

, D' E' F' 

)-£'»+ j,-'i v//)'»+A''*+F“ \/D'HE'*+F’^ 

dopo di rhc una qualunque delle (2() determinerà la costante k. 

3i3. Alloreliè uno solo de cocflìcicnli l), E, F è nullo, le relazio- 
ni (26) non possono aver luogo, e perù la superficie non può essere 
di rotazione ; ina se si à ad un tempo D=E=o, quelle relazioni pos- 
sono essere scritte così : A-F ^j- = C, B — F — C, e conten- 
gono l'imleterininala D : E, la quale eliminata comlucc alla con- 
dizione segucnie: 

(27) (.1-C) (7f-C) = F^ 

clic dev'essere verificata, nell ipolcsi ammessa, perchè la proposta 

equazione appartenga ad una superficie di rotazione. Inoltre è 

d’uopo che sia C ^ o. 

Finalmente se i tre coefiìcienti I), E, F sono nulli , la (27) ci fa 
vedere che per potere essere di rotazione la superficie devesi avere 

/1=C^ , 0 pure o ; vale a dire, in generale , che i coelTI- 

cicnti di due dei quadrati devono essere uguali e diversi di zero. 

34t. Le forinole (23) determinano la direzione dell' asse di rota- 
zione, e volendone determinare la posizione osserveremo, che esso 
deve passare pel centro d’nna qualunque di quelle sfere alla quale 
devesi ridurre la superficie (21). Or qucircquazionc, verificale le 
condizioni (22), perchè potesse ridursi a quella d'una sfera, avrà 

per coefficienti di x. y, z le seguenti espressioni: 


2Y 


, le quali stando ai valori (2() divengono 


2DG 

AB-EF ’ 


; c com' è nolo le mclà di queste frazioni prese 

ifrj^Ur {jr—Uh 

col segno mutato sono le coordinate del centro della sfera ; quindi 
le equazioni dcH'asse di rotazione essendo quelle d' una retta che 
passa per questo punto c à la direzione determinala dalle formolo 
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(23) saranno, generalmente parlando, 

(28) ® BE-Df) = ^ + CF-De) ’ 

e verranno modlQcate ne’ casi che due o tutti e tre i coefllcicnti 
D, E, F fossero nulli, tenendo presenti le riduzioni operate supe- 
riormente in simigliante casi. 


CAPITOLO VI. 

DELLE CUBICHE FOCALI E DELLE CONICHE SFERICHE 


ART, I. 

Delle «oniche forali. — Proprietà del cobo di t** urado. 


34S. Consideriamo le superficie di 2" gr. dotate di centro, com- 
prese nella solita equazione 


(<) 


;-t- 


+ 




c in un puoto (luv) della superficie l’equazione del piano tangente, 
c quelle della normale saranno ( n.' 276 e 279 ) 


... tx uy vz , 

(^) -i + + -; = 1 > 

a* 6* c* 

nel tempo stesso sarà 


(i) 


( 3 ) 


u- 


a^(x-l) _ 6*(?/— u) _ c*( 2 — u) 


— » + "ri H — ì ~ 

iì* rJ 


La traccia del piano (2) sul piano XY, e quella della normale (3) 
saranno rispettivamente date dalle equazioni 

(5) a*uy + b*lx - a’6’=o, (6) x = l, y = “ : 

ora io dico che, qualunque sìa il punto (luv) della superficie, la ret- 
ta (5) e il punto (6) si posson sempre considerare come la polare 
e il polo corrispondente rispetto a una certa conica, posta nel 
medesimo piano XY. In falli sia, in generale, la conica 

(7) hy*+2kxy+ix‘+2my+2nx+p—o , 

Q Vequazione della polare corrispondente al punto (6) rispetto a que- 
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sta conica sarà (P, 737, p. p.) 

( c'« 5'* \ / c'* 6'* \ 

'‘y* ^ "Si ^ r “6* “ +* ■^* * + ® 

/ c’- b’* \ 

+ ^mjiU + n-,t + p) 

in cui per semplicità è posto 

(9) b’« = a* - c'= = 6* - c* ; 



or le rette (5) e (8) saranno identiche eguagliando i coeflìcienti di 
una rispettivamente a quelli dellallra, il che dà le seguenti egua- 
glianze : 

o* (he'* -a*6*)u+/£Ò*6'*<-t-a*6*m= o , 
fca*c’*it + 6*(lb'*— a*ft*)( +a*b*ri = o , 
»na*c'*u-rn6*b'*l+a*6*(p+a*b* ) = o ; 


c perchè queste si verificassero indipendentemente da f edu, dev’es- 
a*6* , , a*6* 

sere h = — — , fc=o, l=-nr i ni-o, n-o , p = -a*o* ; con ciò 
c * o 

l'equazione della conica (7) resta determinata, divenendo 


( 10 ) 


a*-c* ^ 6*-c* 


onde è vero ciò che volevasi provare. In modo analogo , prenden- 
do le tracce del piano tangente e quelle della normale sul piano 
XZ, 0 sul piano YZ, si trovano rispettivamente le altre due coniche 


(H) 


a*-6*‘’' 


c»-6* 


= 1 , 


( 12 ) 


?/* 

6>-o* 


+ 



= 1 . 


Queste tre coniche sono dette focali, o eccentriche, per 
una ragione che andremo a spiegare qui appresso ; c supponendo 
che sia algebricamente a>b>c, la (IO) sarà un'ellisse, la (11) 
un’iperbola, e la (12) una curva immaginaria. 

348. Posto ciò, sia (x, 2 /i) un punto della conica (10) : sarà 



6»-c* 


= 1 , 


e sottraendo quest’equazione della (1), oltcrrerao 

cV cV . , c*03,* c*y,^ _ . 

a* 6* a*-c* 6*-c*~ ’ 
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indi, osservando clic si ?i idenlicamcnic 

’• 1 1 < 

C _ I C.‘ b- 

o*-c* “ a*-o* ~ ■ //- ~c* ■" t?— c« 


9 

c‘ _ tr-c- 

~ li- ' 



c logliendo c appiiingendo a un lenipo 2;c,a3, c 2i/,i/, si può dare alle 
precedente equa/, nnc e quindi alla (!) la fornin sepuenle : 




ove fe'*, c'- anno i valori (9). 

347. Il secondo nicinbro di qucsl'c(|uazionc è il prodollo de’ due 


fattori iinniaginarii 




i 

'a 

II 

C 1 

K ' ly- j 

• 'b 

(»-5')r-^i 






ì 



'-T 

(»-#) 


ciascuno de' quali eguaglialo a zero dà requaziune d'un piano innna- 
ginario, e questi piani P e Q si tagliano secondo la rolla reale 


Inollre lo sle.<so secondo incnibro [luù scriversi ancora cosi : 




. PO : 


ora il piano condono per un punto qualunque 31 (any;) della super- 
licie, parallclamciilc al suo piano ciclico (4.3.31) 

c v/fi -- IP \= a //i-c- Z, è 


( c V (P-b-) (.V-.t )==((/ y IP-cV (Z-:.f. 


essendo .V, V. Z le coordinale correnti ; c quc.'U) piano iio, unirà la 
rolla (la) in un punto i\ di coordinale 


.V = 


«■j;i 

T'^ 


Y- 


'•'iìx 


' nl//)^-c= l b’- 



RiiBi.li (ìeoincliia Analititn 


n 


Digitized by Google 



170 


KLKMBNTI DI GEOMETRIA ANALITICA NELLO SPAZIO 


onde MN* = (x-X)* + (y- F)* + {z-zy 


= (*-■5^) (’ + ;?(P:^r)) + (“- /) • 

c poiché 1 + — ■( = , 


Sara 


a^(6*-c*) aV* ’ 

* / a'x’xi / h*i/,\* 


laonde PQ = — MN* : questo stesso risultaraenlo si trova pren- 


dendo l'altro piano ciclico. 

Pertanto, osservando che il primo membro (13) rappresenta il 
qua Irato della distanza dello stesso punto M da un punio R (x, y, o) 

della conica (10), ne risulta MR =-^ SIN ; laonde la distanza d'un 

qualunque punto M deircllissoide da un punto quilunque della co- 
nica (10) 6 proporzionale alla distanza dello stesso punto M dalla 
retta (1.7), presa questa distanza parallelamente ad uno qualunque 
de’ p'ani ciclici. 

Questa proprietà, in certo modo nnnloca a quella che à luogo 
nelle coniche rispetto al fuoco e alla diretirice, à fatto dare alla ret- 
ta (15) il nome di direttrice rispetto al punto ( x, i/, o ), che si 
dice fuoco della sup>*rGcie; e perchè ogni punto della conica (IO) 
è un fuoco, al qii.ilc corrisponde una direttrice, co«ì detta conica si 
chiama focale. Ciascuna direttrice è parallela all'asse OZ, o vero è 
perpendicolare alla prima sezione principale ; e il luogo di que- 
ste direltrici è un cilindro, detto dirigente, la cui base è il luo- 
go de’punti (xy) dati dalle equazioni (13), supponendo x,, y, con- 
nesse tra loro mercè la (IO) ; si che eliminando queste variabili 
fra dctlc cqu izioni , si à per equazioni di delta base , o sia per 
equazioni dei piedi delle direttrici 


(16) 


Àt—0 j 




x'--t- 


6*-c* 


7/=l. 


a' b* 

La seconda di queste equazioni è quella del cilindro dirigente. 

348. Dinotando con (tu) un punto della focale (IO) e con {fu') il 
piede della corrispondente dircllricc. per modo che secondo le (15) 

«0 ■ ■ ■ 


, a*-c*„ c'= , 

f = — jt' = — 1' , U = -J-.U': 

n’ n* 6* 


6» 


u 
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l'equazione delia langenle nel punto (lu) sarà 


( 18 ) 


tx 

— ì 

a’-c* 



= 1 , 0 sia 


l'x u'ij 


ma questa è requaziuiio della polare di (t'ii') rispello alla sezior e 
x~ y* 

principale 1 superficie (I) ; quindi il piede della 

direl'ricc c Ui langenle della focale nel fuoco corri^pondenle tono 
polo e polare rispeiht alla sezione principale esistenle nello sles- 
so piano della focale. È chiaro d’allronde clic questa proprielà è 
reciproca fra le due coniche (IO) e (IO). 

349. Da coletta proprietà risulia quindi che la roda che pa.'Sa pei 
due punti (lu), il'u') è perpendicolare alla langenle (18i, e perù la 
congiungenlc un fuoco col piede della corrispondcitle direi rice 
è noi male alla focale. 

3j 0. Il piano condotto pel fuoco (di) c per la coriisiioiidcnle di- 
rettrice avrà quindi per equazione 


(19) 


ij-u= (x-l) , 0 pure J/-u'=^ (x-l') ; 


c'H 


quctto piano taglierà la proposta superGcie secondo una conica, di 
cui s'ottiene la projezione sul piano XZ t liminando y-u, c y-u' 
tra queste equazioni c quelle della superfìcie, che secondo la (13) 
è espressa da 

(x-()- -i- hj-uy -r ^ (y-Wy . 


e s'à per la chiesta projezione 


c'‘t* 


(x-ty-p 



by^ \ 
ò‘c'¥/ 


(x~l' 


Ora prendendo per nuovo asse delle x la stessa traccia (19) biso- 
gnerà porre (x'— £,)cosw, (x'— t',)cosio invece di x-£, x—l' , essen- 
do x', £,, t'i le coordinate x, l, l ' rispetto ai nuovo asse, ed w l'an- 
golo della traccia (19) con l’asse delle x, il quale à per coseno 
c'H 

v^ c'*t*-pb'*w z ’ l'equazione della sezione nello stesso piano se- 
gante (19) sarà 

( 20 ) {xi-uy+z* = k{x'-i\y, 
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n-i 


, , c''r- /IP iPu\ , . 

essendo k = — ) . t'I"' nn-nne cosUinle pei 

diversi punti ilolla sezione; laomle questa sezuiiie. secondo l’equazio- 
ne precedente, è quella d'una conica die à per luoco il punto (t, 0 ) 
e per dirdlriee as'-r,=n, cioè lo stesso fuoco (t,«) e la corrispon- 
dente direttrice, dunque la sezione prodoUa nella superficie da 
iin piano noniinlc alla focaia à lo slesso fuoco e la stessa diret- 
trice corri'ipondealc, cunlcmdi in questo piano. 

lt.‘» I . Trallando analogani"nlc la eunien (11), 0 più semplicemen- 
te mutando nella ( I3i ; in y e c- in Id e reciprocamente, e ponendo 

(21) o'* = a--5=, 

si trova che, se (,r, z,) è un punto della focale (11), l’equazione 
tiella .superfìcie proposta (1 1 può scriversi così ; 

■■J.y '■;(=. pr- 

In queslo caso l:i direllrice corrispondente al fuoco ^.I;, ",) à per 
cijnazioni 


e i due. jiiani dircllori 1‘ c (J. che si la;;liano secondo !a (22). sono 
nel caso allna'e reali, essendo le loro equazioni 

1 ,, a' / o-jcA c’ : c-r,\ 

l /. / .1- _ • \ .p . _ / -, ^ I ) . , 0 . 

(2/,) ) <1 \ «-/ <■ \ • t'- ./ 

I a’ / a-x,'\ e' { c».: 


le quali parasjonal ; con la (t, lìfìl) moslrano die detti piani sono 
paralh'li ai piani ciclici deirdlissoide, ciascuno a ciascuno. In cpie- 
slo caso il prodotto VQ ù prrqiorzionide a quello dello disianze reali 
del pmilo (mi/;) dai due piani (!’) e (0) corrispondenti al fuo- 
co (m,;,) i quali si dicono direttori e la loro intersezione si 
chiama iitre/(i ice ; onde in questo caso il quadrato della disianza 
d'un punto qualunque dcH’dlissoide da un fuoco è proporzionale al 
rettangolo delle distanze dello stesso punto dai piani direttori cor- 
rispondenti. 

Finalmente se (;/, ;,) è un punir» della focale (12) l equazio- 
ne della superfìcie (imposta assume la forma 
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(2r.) xH(i/-?/,)-+(z-z,)^=- 


' 1^1 

b* 



<•- 



c.^z- 

17 * 


)■ 


si clic le equazioni della direllricc sono 


(2(i) 


Il 


c*.-, 

Ir- 


n i piani dircllori sono anche qui immaginarii come nel primo caso. 

.‘133. La focale cllillica (IO) e la sezione principale (oh) s’incon- 
trano negli omhclichi immaginarii di (jucsla sezione, e la focale ipcr- 
holica (11) e la sezione principale (ac) s’inconlrano negli ombelichi 
reali di questa sezione. La prima focale corrisponde a piani direttori 
immaginarii, l'altra a piani dircllori reali. 

3.'i4. Fin qui abbiamo supposto tacilamcnle avere a*, b*, c* lo 
stesso segno, cioè abbiamo considerala 1' ellissoide; ma le stesse 
forinole s'appli ano al caso deiriperboloide a una foglia mutando b* 
in —Ir, c a ipiello deiriperbolnide a due foglie nmlaruin b- in —b - , 
e c* in — c*; co>ì si giunge alle conclu.-ioni seguenti ; 

1. “ In ogni snperlieie di 2" gr. vi sono tre coniche focali, un’el- 
lisse, un’ipcrhola, e una curva immaginaria. Nell e lissoide rdlisse 
è nel piano degli assi maggiore e medio. Tiperbola nel piano degli 
assi maggiore e nimore. Neiriperboloide a una foglia l elhssc cade 
nel piano de’ due assi reali. 1 iperbola nel piano dcHasse reale mag- 
giore e Jeirimmaginario. Neiripciboloide a due foglie rcllisse cade 
nel piano dell asse reale e deirimmagìnario maggiore, Tipcrbola nel 
piano ileirasse reale c dcirimmaginario minore. Ciascuna focale è 
coufucale con la sezione princi[iale nel cui |)iano si lro\a. 

2. " I punti della focale ellittica corrispondono a piani dircllori im- 
iiiaginaiii nell’ellissoide c nciripcrboloi tea una foglia, e a piani di- 
rettori reali nell iperboloide a due foglie. 1 punti della focale iperboli- 
ca corrispondono a' piani ilirelluri reali ncircllissoidc, c a piani di- 
rcllori iminagdiarii nelle due iperboloidi ; per modo clic lutti i fuo- 
ebi deli'ipcrboluidc a una foglia conispondono a piani immaginarii. 

3. ® Le dircllrici, intersezioni de’ piani direlloii, sono parallele u 
rpiello degli assi per cui passano i piani ciclici reali, se i jiiani di- 
rettori sono reali ; nel caso opposto son parallele a (picgli assi per 
cui passano i piani ciclici immaginarii. 

4. ® l.e focali corrispondenli a piani direttori immaginarii non in- 
contrano la supcrncic. mentre quelle corrispondenti a piani direttori 
reali incontrano la superficie negli nmbilicbi. 
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Quaiulu i fuochi ( orrispondono a piani direttori reali il qua- 
dralo della disianza d'iin punto qualunque della superficie da 
uno quulniKiiie di questi fuoclii è proporzionale al reliangolo 
delle distanze dello stesso punto dai due piani direttori coni- 
spondenii. 

Cì." Se i fuoclii corrispondono a piani direttori iniinaginarii la di- 
sianza d'un punto qualunque della superficie dal fuoco è pro- 
porzionale oli i distanza dello stesso punto dalle dirollri -e, pre- 
sa questa distanza jiurallelamente a uno qualunque de due pia- 
ni cic.ici della supirficie. 

Il primo di ijucstl teoremi è do\uto al Prof. Ciiasles, Pallro al 
Prof. Mac-Ci'llaoii, il quale à cliiaimito modulo della supcrtì- 
cie il rapporto tra le indicate distanze; c à detti modulari i fuo- 
chi , che in questo caso torrispondoiio a piani aircttori iminagina- 
rii : chiamando umbilicali i fuochi lorrispondcnti a piani dilet- 
toci reali. 

3ja. Sia (t, II) un punto dell'ellisse focale (10) c sia S la distanza 
tra questo punto c un altro punto qualunque (xi/) dell’ipcrbola (11); 
avremo 

5= , c'®t*+ò'-Ii*=b'V^ c'-x*-a'*-*=a'*c'* ; 

eliminando n’ c 2 * dalla prima mercè le seconde equazioni c osser- 
vando che u'*-fc'-=a--c’=6'’, e h"-c'*=ft’-6'=tt'-, risulta 

, ò‘‘x — a'H 


sì che la distanza d'un punto dell'ellisse da un punto dell iper- 
bola focale È un espressione razionaledellecorrùipoiulentiascisse. 

3àC. Volendo considerar 5 in valore assoluto non si può ritenere 
che un sol segno nella forniola precedente, cosi che avremo 


b'^x-a'H 

a'b' 


0 pure ò' = 


b'-^x-a'H , 
a'b' ’ 


e similmente per un altro punto (1, «,) della stessa ellisse, si à 


b'^x-a'H. 
a'b' ’ ” 


0. =- 


b'^x-a'H, 

a'b' 


e quindi per uno stesso valore di x, si à 
ò,-6 = -|', (t-i, )=-(£', -b'), 5,+S',= -“' 
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A queste stesse forinole si giunge supponendo (tu) , (<,u,) due 
punti fissi deH’ipcrbola c (xj/) un punto qualunque dell’ellisse fo- 
cale ; laonde la somma o la differenza delle dislaìize d'nn punto 
qualunque d'una focale da due punii fissi dellaltra è costante. 

351. Per cercare le focali nelle due paraboloidi, s'applicherà alla 
loro equazione 


(27) 



lo stesso procedimento del n.®343, c s’avranno le due focaii reali 
X*— 2 (a-6) :: -t- 6 (a-h) = o 
j/*-2 (6-a) s -f- a (b-a) = o 

laonde ciascuna paraboloide ammellc dwo focali paraboliche, con- 
focali con le due sezioni principali. 

Dinotando con (x,z,) un punto qualunque della prima focale(28), 
r equazione (27) prende la forma 



(29) (x-x,)=+y’-f(:;-=,)’ = ^ (x - x,y d- {z-z,-hby . 

c dinotando con (j/,z,) un punto qualunque della seconda foca- 
le (28j, l’equazione (27) può scriversi così; 

(30) xH{y-y,yHz-z,Y=^-^ + (^_-,+a)S 

in guisa che secondo la (29) , supponendo l’iperboloide ellittica e 
a>b, le equazioni della direttrice sono 


c i corrispondenti piani direttori sono immagioarii. Nel caso del- 
la (30), le equazioni della direttrice sono 



; — z, a, 


e i corrispondenti piani direttori sono reali. 

Se poi Tipcrboloide è iperbolica, dovendo mutarsi 6 in —6, i pia- 
ni direttori sono immagioarii si per requazionc (29) die per la (30). 
Laonde nella paraboloide clliltica i fuochi nella sezione principale 
(xz) sono modulari, e quelli nella sezione (yz) corrispondono a pia- 
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Ili ilirellori rciili : no-Ila ipp.rholioa. qmiluiiqiic fuoco c niodularc. 
!Ì58. Per avere lo focali del cono 


CM) 


tJ ,yj 


„ J 1,2 ' " • 


a* h- c‘ 

os.serviiiiiio. che fiuesl'equazione si trac ilairequazionn 
SxHS'if-S"z^^-ìl . 
quando II—o. Ora nel caso generale 
(m) a-^ll : S , b^-Il : S' . c^=II : S" , 

e con tali valori le (10) c (11) niutaiidovi c- in — c- divengono 

. . S'S" , „ SS' , S'S" .. , 

ò"-rS^ "' S"+.S' ^ ' ■ S'-S'*’ S"-fS' 


che per ll-o si riducono a 


J” 


(S-'-^S)S' 

(S"4-S')S 




>S' -S;S " 

I.V+S')3 


0 ; 


ma per le stesse (in) 

rS"+S)S' (i=+c- (S'-S)S" <r-h- 

I S^'7S " b-i c^ • (Ò'VS')"S “ 6^ rc* ’ 

quindi linalrnenle le equazioni delle focali clliilica e iperbolica nel 
cono ridiiconsi alle scgnenli ; 


(112) (OHe-) x'-+{a-W) ?/- o . (il.'l) (b'-+c^) x'—{(r—b') 


la prima delle quali raiiprese ila lo slesso vcrlice del cono, C la se- 
conda è il sis'.cina di due rcitj, le quali sono gli asinloli òell’iiier- 
bola focale ilciriperboloide corrispondenlc a quel cono : esse sono 
nel piano XZ, cioè in quello che passa per l asse inlcrno del cono c 
per l’asse maggiore deircllisse base. 

K poiché i iiunli della focale (10) sono modulari, cosi il vcrlice 
del cono è fuoco modulare. Siinilmcnlc i punii della focale (1 1) con- 
siderala rispcllo all' iperboloide a una foglia, corrispondono a piani 
dircllori immaginarii, quali sono i (liani (25-) nel caso che c* si cam- 
bia in — C-; quindi i punii della focale (.’iil) corrispondono ancb’cssi 
a piani dircllori immaginarii. 

Del rimancnle il vertice è da considerarsi benanche come fuoco 
corrispondenlc a piani direttori reali; inqieroccbc esso cono è il 
limile comune delle due iperboloidi, per una delle qmili ( quella a 
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una foglia ) la focale ellitlicii c r ipcrliolina corrispondono a piani 
direttori immaginarii, mentre nell’ iperboloide a due foglie alla fo- 
cale ellittica corrispondono piani direttori reali. 

359. 1 Piani P e Q de’nunieri 347 e 351 li abbiam detti direttori, 
sicno ossi reali 0 pure iinmagginarii ; però importa moltissimo for- 
marsi una giusta idea de’ piani che sono veramente direttori 0 
dirigen ti, come voglia dirsi, nelle superficie di 2“ grado. Quando 
i metitovati piani P e Q sono immaginarii, i piani direttori , cioè 
quelli che dirigiono te distanze de' punii della superficie dalla 
direttrice, sono propriamente i piani ciclici (n ° 347); e que- 
sti medesimi piani sono benanche direttori quando i piani P e Q 
sono reali, perché questi devono essere paralleli ali piani ciclici 
(n." 351). Ond’ è che in ogni caso i piani ciclici saranno i piani di- 
rigenti, e per distinguere i due casi della realità 0 immaginarictà 
de’pianiPeQ, diremo col Mac-Cullagii fuochi umbilicali 
quelli pe’ quali questi piani sono reali, c umbilicalc diremo la 
superficie che li ammette, e per la quale à luogo la proprietà del 
Prof. Chasles (n.“ 354); e diremo fuochi modulari quelli pei 
quali i piani P e Q sono immaginarii, c modulare diremo la su- 
perficie cheli ammette, e per la quale à luogo la proprietà del Prof. 
Mac-Cullagh (n.“ cit.) (*). 

3G0. Giova notare che se la superficie è di rotazione i due piani P, 
Q si confondono in un solo ; si che il rettangolo delle distanze d’un 
punto M dai due piani reali P, Q diviene il quadrato della distanza 
dello stesso punto dal piano nel quale quei due si confondono, e 
però le distanze d’ un punto qualunque della superficie di rotazione 
dal fuoco e da un determinato piano sono in rapporto costante. 

3G1. Poniamo in questo luogo talune proprietà dello superficie 
di 2° gr. relative ai fuochi e alle direttrici. 

Se per due direttrici si conduce un piano, e questo taglia la 
superficie, la somma 0 la differenza delle distanze d'un punto 
qualunque IH della sezione dai due fuochi corrispondenti a quel- 
le direurici è costante. Imperocché si conduca per M la perpendi- 

(*) Per piò estese conoscenze intorno a quest' argomento si possono 
consultare le opere originali del Mac-Cullaoh nei Proceedings o[ Ihe 
II. Irish, Academy, Part Viti; del Salmon nelle sue Examinntion papers, 
ottobre 1842, e nel Dublin University Calendar del 1843: dell' Amiot nel 
voi. Vili del Gior. del Liouville, del Chasles uell’/tpcrFa hislorigue, 
nota XXVI; e del Townsknd nel Cambdrige and Dublin .Valliemalicat 
Journal, voi. III. 

ItiBi.M Oronelria Aiiatilica l'i 


Digiiized by Google 



178 m,l'..1IKNTI III UKOMI-ITIIU A^AI.ITirA NBI.I.O SPAZIO 

• 

ciilai'c alle due direllrici, e le iiicunlri rispeilivainenle in N cd N' ; 
similmente si rondura per H una rella parallela a uno de' piani di- 
rellori, o incontri le delle direttrice, poniamo, in Q o Q' : è chiaro 
chi; sarà MN : HN'=:MQ : MQ'. Sia F il fuoco corrispondente della 
direttrice XQ, ed F' il corrispondente della direttrice N'Q': avremo 
per le proprietà dimostrale F.H : F'M=MQ : Sfy’=MN : MIN', e quin- 
di FM±F'M : ll.\'±MN'=FM : M,\. Ora, com’è chiaro scorj,'cre, secon- 
do che il punto M cade dentro o fuori delle due dircllrii i, la som- 
ma FM+F'II, 0 la differenza FM— F'M è cosUinlc ; ed è pure costante 
il rapporto FM : MN, perchè è costante il rapporto MN : MQ ; quin- 
di FMiF'M^^cosl. , c. b. d. 

36!:. Se per un punto qualunque N d'uiui dircUrìcc si conduce 
una retta che incontri la «Mper/icie ne’ due punti ilf, M', la con- 
l/iungenle il punto N col fuoco F, corrispondente di quella diret- 
trice, bisegherà l'angolo MFM',oil supplementare. In cffelli, con- 
ducansi per M cd M' le parallele a un piano dircllore, le quali in- 
contrino la direttrice da a rispcllivaiuenle in R cd R' : è eh aro che 
sarà MR : M'R'= MN : M'N ; ma per ipotesi FM : FM'=MR ; M'R' , 
•luindi FM ; FM'-MN : -M'N, e perciò è vero c. c. b. d. 

363. Quando i punti M. M' coincidono, cioè quando NM è tangen- 
te la superQtie, allora l'angolo .supplcmenlare di FMM' è = 180®, e 
però l’angolo NFM è retto. 

364. Se una tangente (Tuna superficie di 2® gr. incontra due 
direttrici parallele , forma angoli eguali con le congiungenli il 
punto di contatto co' due fuochi corrispondenti a quelle direllrì- 
ci. Imperocché, se M è il punto di contano; se N. N' sono i punti in 
cui la tangente incontra le iliret'rici, ed F, F'sono i fuochi, avremo 
F.M : .MN=F'M : MN' ; d’allronde gli angoli MFN, MF'N' sono retti, 
(n.“ pre.) quindi i due triangoli FM.\. F'MN' sono simili, e perciò 
gli angoli NMF , N'MF' sono eguali, c. b. d. 

36 j. Se un cono circoscrilto a una super/ì'rie di 2" gr. àper 
vertice un punto qualunque d una qualsiasi direttrice di questa 
superficie, U piano della linea de' contatti è perpendicolare alla 
eongiungenle il vertice col fuoco corrispondente a quella dircttii- 
ce. Imperocché se V è il vertice del cono, ed M un punto della linea 
de’ contatti, il lato VM è tangente la supcrllcie in M, e però se F 
dinoia il fuoco, l’angolo VFM è retto (n.® 363) ; laonde le rette con- 
giuntemi il fuoco coi punti della linea de’coulalti sono perpendico- 
lari a VF, e quindi il piano di questa linea è perpendicolare a VF, 
c. b. d. 
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366. Se un cono à per base una sezione piana d’una saperli- 
eie di 2® gr. , e per vertice un punto qualunque d'una focale di 
questa superficie , un asse del cono sarà la congiunijcnte quel 
punto della focale col punto in cui la corrispondente direttrice 
incontra il piano della sezione. Imperocché sia 1 questo punto, 
ed F il punto della focale, vertice del cono : menando per I la lan- 
gente IM alla sezione, e congiungendo F.H, questa retta sarà un lato 
del cono, e nel tempo stesso l’angolo IF.M sarà retto (n.® 3G3). Si- 
milmente se IM' è la seconda tangente menata da I alla si zionr, 
sarà pure l’angolo IFM' retto, e però la retta IF sarà perpendicolare 
al piano della sezione MFM' del cono, e al sistema di corde paral- 
lele alla HM', quindi sarà un asse del cono, c. b. d. 

361. La sezione piana della superficie può essere una qualunque 
delle due secondo le quali il medesimo cono taglia la superllcie, e 
siccome l’asse IF dev’esser lo stesso, qualunque sia quella delle se- 
zioni che si consideri, così entrambe queste sezioni debbono es- 
sere incontrale nello stesso punto I dalla direttrice. 

368. Quando una delle sezioni passa per la direttrice, anche Tal 
Ira passerà per questa retta : in questo caso ogni punto della diret- 
trice essendo punto d’incontro col piano della sezione, ne segue che 
la congiungente qualunque punto della direttrice col fuoco F (ver- 
tice del cono) è un asse del cono ; quindi questo è di rotazione. 

369. Jl cono circoscritto a una superficie di 2“ gr. e che à per 
vertice un punto qualunqtie d’una focale della superficie è di ro- 
tazione. In fatti se F è un punto qualunque d’ una focale, e si 
conducono per F le tangenti FM, FH' alla sezione principale che sta 
nello stesso piano della focale, la retta Mài' sarà tangente della co- 
nica al piede P della direttrice corrispondente ad F (n.“ 3i8) , la 
quale essendo perpendicolare al piano delle focale cadrà nel piano 
della linea de’ contatti, perchè questo piano passa per la retta MP.M ' 
ed è perpendicolare al piano medesimo della focale; laonde, poichèr 
il piano della linea de’ contatti passa per la direttrice, il cono è di 
rotazione (n.® prec.) (•) 

310. Tornando al cono sieno OX. OY, OZ tre assi ortogonali (•*); 
sull’asse OZ si tagli OC=c ; pel punto C si conduca un piano perpen- 
dicolare ad OZ, e in questo piano si costruisca l’ellisse ABA’, con 

(*j Queste dimostrazioni geometriche son tolte da un’opera mollo pre- 
giala dei Reverendi Fhost e Wolstenholme, la quale à per titolo ,1 Ircrr- 
lise, on sotid gcomelry. 

(•*) La figura può facilmente iinin.iginarsi. 
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pii iissi AA’~2a. BK'=26, il primo parallelo all’asse OX, l’ altro pa- 
rallelo all' asse OY, e l’equazione (30) sarà quella del cono, che à 
jior liasc l’ellisse ABA’, e per sezioni principali i due triangoli AOA', 
BOB'. Nel piano del primo cadranno le due focali OF, OF', e dino- 
tando con 7 l’angolo formato da una qualunque di esse con l’asse OZ, 

6*+ci 

avremo, secondo l'equazione (.33) di dette focali, cos f = — — 

/o*+c* 

- — : — - — = ; d'onde si vede che BCO, FCO, BCF 

cos Bue 

devono formare un angolo triedro, in cui la faccia opposta all’an- 
golo diedro retto OC dev’essere =AOC. Laonde se con l’asse OB, 
col vertice 0, e con un angolo = AOC si descrive un cono, questo 
segando il piano AOA' determinerà le focali OF, OF' del cono dato. 

371. Propbibtà del cono di 2.® grado. — Un piano P condot- 
to per uno focale e per l'intersezione di due piani tangenti In- 
sega l'angolo de’ piani menali per la stessa focale e pe'due lati 
di contano ; imperocché menando per un punto qualunque F della 
focale un piano perpendicolare alla focale , esso produrrà nel cono 
una sezione avente per fuoco F (n.°330), taglierà i due piani tangenti 
secondo due rette tangenti la stessa sezione , e il piano P secondo 
una retta R che passa per F e per l’intersezione delle due tangen- 
ti, e che bisega l’angolo formato dalle congiungenti F coi punti di 
conlatto, il quale angolo misura quello dei due piani Q, Q’ condotti 
per la focale e pei lati di contatto; e poiché R é perpendicolare alla 
fucale, intersezione comune di tre piani P, Q, Q' , anche P bise- 
gherà l’angolo de’ due piani Q, Q'. 

372. Essendo 

(34) a*x* + 6*1/’ — c’z’ = 0 

J’equazione del cono reciprocoosupplementalc (n.®297)delcono(31), 
le focali di questo cono reciproco, secondo la forinola (33), c lenen- 
do presente che qui l'asse maggiore deH’elIisse base é quello che 
coincide con l’asse OY, saranno 

6* (a*+c*) y* - c* (a’-6») z’ = o ; 
or queste rette sono rispettivamente perpendicolari ai piani ciclici 
c’ (a*-6*) y» - 6* (a’+c’) z* = o (,'i, 332) , 
del cono (31) ; quindi le focali d'un cono sono perpendicolari ai 
piani eklici del cono reciproco. 
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313. Sia (luv) un punto del cono (31), c 5 la sua distanza da uiu 
- a'z 

delle focali (33), c sia la > ove 


(35) 

(3fi) 


6"^=6*+c‘, sarà 


£_ 

a'- 




e 


(37) gi=:(»+u* + V* - 4-, (o'l+6"u)’ , (33,83) ; 

ove a"*-a'*+6"*=a*+c* : eliminando u* tra queste due formole, svi- 
luppando i quadrati, e riducendo mercè le superiori relazioni (35), 
risulta 


t - 


a\/b*+c' 




ma il secondo membro è proporzionale alla distanza del punto (luv) 
dal piano 

(38) c* \/ tt‘— 6* X — a* 6’+c’ 2=0 

perpendicolare alla sezione principale (oc) del cono dato ; quindi la 
distanza d'un pimto qualunque del cono da una delle focali e 
qucUa da un dato piano perpendicolare alla prima sezione prin- 
cipale del cono sono in un rapporto costante. 

Similmente s’avrà un altro piano 

(39) c* \/ X -f a* v'è'-t-c* z=o 
analogo al (38) rispetto all’altra focale. 

I piani (38) c (39) sono detti piani polari del cono (.31): il 
primo è corrispondente alla focale 

(♦0) Vb^+c* X — v/a‘-6* 2 = 0 , 

c l’altro è corrispondente alla focale 


(41) v/è*-f-c* X + V u*-b'‘ 2 = 0 . 

Questa denominazione di piani polari deriva dalla seguente pro- 
prietà : se si taglia un cono con un piano perpendicolare a una 
focale, la sezione S, che à per fuoco il punto in cui il piano se- 
gante incontra la focale (n.“ 330), à per direttrice (polare del fuo- 
co) la retta seconda la quale lo stesso piano segante taglia il pia- 
no polare. In fatti, se K è il punto in cui il pi.ino segante Q incontr.n 
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la focale, ed R è la retta secondo la quale il piano Q taglia il piano 
polare, è chiaro che la distanza MF d’un punto qualunque M della 
sezione S dalla focale è lo stesso raggio rettore di M, e la distanza 
MN di questo punto dal piano polare è il calelo d'un Iriangolo ret- 
tangolo, la cui ipotenusa è la distanza MI’ del punto M dalla inter- 
sezione R, si che MN==MPsenO , essendo 6 l'angolo che il piano se- 
gante Q fa col piano polare ; ma il rapporto MF : MN è costante, 
(n.“ prec.) quindi anche costante è il rapporto MF : MP, e perciò 
è vero c. c. b. d. 

Dinotando con X la tangente dell’angolo formalo con l'asse OZ dal- 
la focale (40) e con p quella dell'angolo formalo con lo stesso 
asse dalla traccia (38) del corrispondente piano polare , si trova 
XiA=o* : c* , quindi il prodollo delle langenli degli angoli for- 
mati con l'asse del coito da una focale e dalla traccia del cor- 
rispondente piano polare sul piano della prima sezione prin- 
cipale, è uguale al quadralo della tangente della metà dell'an- 
golo di della sezione. Il che vuol dire che la focale, la Ircurcia 
del corrispondente piano polare, c i due lati della prima se- 
zione principale formano vn fascio armonico. 

374. Dinotando con a, ^ gli angoli che la generatrice che pas- 
sa pel punto (fuv) forma coi tre assi, sarà 

(42) cosa. — —, cosp = -7-, eosY = 7 - . 

Ili 

essendo o vero, poiché — ;-t- 7 v — r = Oj 

’ a* ò- c’ 


(43) 


l‘ = 


a'V W 
a* ^ c* ' 


E dinotando similmente con a',p', Y gli angoli che la focale (40) 
fa con gli assi sarà 


(U) 


cosa'=-^, , cosg'-o , cosy'=-^, , 


in cui a', 6 ', a" anno i signiQcali più volte espressi. 

Ora sia 9 l'angolo formato dalla generatrice con la focale, c s'avrà 

cos 9 =cosa cosa'-t-cosgcosp'-l-cosYcosY', 0 vero (42, 43, 44) 


costf—{a't+b"v): a"l, c quindi sen 9 = 
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Similmente, chiamando 7 ' l'angolo che la stessa direttrice fa con l'al- 
tra focale (41), s’avranno le corrispondenti espressioni di COS 7 ' e 
sen?' cangiando nelle precedenti 6 " in -b" e risulla 

coss'=(a't- 6 "t)) : o"ì, sen 7 '= + 

ma cos( 7 + 9 ')=cos 7 COS 7 '-sen 7 sen 7 ', quindi sostituendo, tenendo 
presenti le espressioni di a”* , 6 "* , a"* , e la (43) risulta 

(7* — C* 

cos(?+?')— , — , = cosAO.V : 

pertanto la somma degli angoli formali con le due focali da qua- 
lunque generatrice del cono è costante, ed eguale all'angolo del- 
la prima sezione principale. 

315. E poiché il piano tangente un cono è perpendicolace alla 
corrispondente generatrice del cono reciproco, e i piani ciclici del 
primo sono perpendicolari alle focali del secondo, cosi la somma 
degli angoli che il piano tangente un cono fa coi due piani ci- 
clici è costante. 

376. Abbiamo gifi dimoslralo (n.® 334) che le intersezioni d'un 
piano tangente il cono coi due piani ciclici s’ inclinano egual- 
mente al lato di contatto. Ora, poiché un lato d'un cono è perpen- 
dicolare al corrispondente piano tangente del cono reciproco, e re- 
ciprocamente; e poiché inoltre la focale di uno è perpendicolare 
al piano ciclico dell' altro, cosi dette intersezioni sono rispettiva- 
mente perpendicolari una ad uno, e l’altra all’altro de’piani che pas- 
sano per un lato e per le due focali, nel cono reciproco; quindi dal 
precedente teorema si deriva 1 ’ aliro; il piano tangente un cono 
forma angoli eguali dall' una e dall’ altra parte coi due piani 
che passano pel lato di contatto e per le due focali. E quindi an- 
cora il piano normale ad un cono, e che passa per un lato di 
etso cono, bisega l'angolo de’ due piani condotti per questo lato 
e por le due focali. 

311. Chiamando |x, p' gli angoli che la slcssa generatrice fa coi 
piani ciclici c* (a’- 6 *) 1 /-- 6 - (a*+c*i = 0 , abbiamo (4, 128) 

cu \/\i-—b- — bv v/a‘-fc* 

sen p = - — , 

a \/t)-+c* v/ 

cu \/ a’— 6^ + bvv' a*+c- 
sen p'= ; , 
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quindi nioliiplicando queste espressioni, e osservando che. in vir- 
tù della relazione (36), è 


= ^ 


, risulta 


IW 

sen ;a sen ii = — 777 - — 7 , . 

• a-( 6 *-t-c“) 

quindi il jirodollo de' seni degli angoli formali da una genera- 
Irice del cono coi due piani ciclici è costante. 

Reciprocamente il prodotto de' seni degli angoli formali da un 
qualunque piano langenle il cono con le due focali è costante. 


ART. 11. 

Oclle coDlehe afcrichc. 


378. Se dal vertice 0 d un cono di 2.“ gr. si descrive una sfera 
con un raggio qualunque, l’inlersezione di questa sfera con te due 
foglie del cono 6 il complesso di due linee 
storte (S), (S') che prende il nome di coni- 
ca sferica: ciascuna linea si chiama ellis- 
se sferica, perchè somiglia a un’ellisse. 
Ma guardando l'emisfero anteriore al piano 
principale ZXZ'X' . si veggono le due porzio- 
ni A,B,A, , A',B',A', , che rassembrano i due 
rami d'un’iperbola. Lo stesso à luogo negli 
altri emisferi determinati dall’altro piano prin- 
cipale ZYZ'Y'. 

Secondo questa definizione è chiaro che il 
vertice 0 è centro della curva sferica, la q na- 
ie è perciò simmetrica intorno a questo pun- 
to, e a ciascuno de’ piani principali XY, YZ, 
ZX del cono, de' quali gli ultimi due tagliano la sfera secondo cir- 
coli massimi : gli archi A, A,, B,B, di questi circoli, terminati all el- 
lisse sferica sono gli assi di questa curva, e il punto 0 ', incoi l’as- 
se OZ incontra la superficie sferica, è il centro deirellissc (S), 
come 0" è quello deirellissc (S'). Anche gli assi YY', XX' incon- 
trano ciascuno la superficie in due punti; il primo in B c B'.e il se- 
condo in A, A', e.ssendo 0B=^OB'=O.A=OA'::^00' raggio della sfera; 
e poiché ciascun arco di circolo massimo, condotto per uno qualun- 
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que di detti punti A, A', B, B' e terminalo alla curva sferica, è da 
quel punto bisegato, cosi anche questi punti sono altrettanti centri 
della conica sferica. 

379. Posto ciò dinotiamo con ia e 2b le corde degli archi di cir- 
colo massimo A,At e B,B,, e poniamo OC=c, essendo C il punto 
d'intersezione di queste corde ; in line dinotiamo con 1 il raggio 
della sfera, e le equazioni del cono e della sfera saranno rispettiva- 
mente 


0 ) 


a* 6‘ c* 


= 0 , 


(2) a3*-|-y’+z’ = I : 


il complesso di queste due equazioni rappresenta la curva sferica. 
Ma se diciamo a e ^ le metà degli angoli A,OA,, B,OB, delle sezio- 
ni principali del cono, è chiaro che sarà 

(3) o=ctana, b=ctan§. 


e cosi l’equazione (1) diviene 


(*) 






- Z* = 0. 


tan*a tan*^ 

380. Inoltre sia M (xyz) un punto qualunque dell’ ellisse sferica, 
e sieno ^ ed >] gli angoli che le proiezioni del raggio OM su i due 
piani XZ, YZ fa con l'asse OZ ; sarà pure 

(5) x=ztan5, t/=ztan>], 

si che la (4) può essere scritta cosi : 


( 6 ) 


lan»5 tan*»; _ 
tan*a^ tan*^~ 


Sotto questa forma con ima sola equazione puossi rappresentare 
l'ellisse sferica, rispetto alle coordinate §, q, le quali sono due ar- 
chi di circoli massimi condotti da un punto M della curva perpen- 
dicolarmente agli assi circolari A,A,,B,B„ e perciò son dette coor- 
dinate sferiche. 

381 . Le relazioni fra queste coordinate e le rettilinee x. y, z si 
ànno dalle (2) e (S), che equivalgono alle seguenti : 

tang _ tanq 

v/l-ftan*g+ tanV] \/l-f-ian*g-t-t8n*q 

^ I 

V^l-|-tan*g -t- tan*q 
melriti Analitica iS 


X = 


iV 


tlUBlMI. Goi 
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382. Giova notare la simiglianza di forma tra l' equazione (6) 
d'un'ellissc sferica e quella d' un' ellisse piana : tulli gli elementi 
rettilinei di questa si mutano in archi di circolo massimo in quella. 

383. Ora notereremo quanto segue: l." ogni piano condotto 
pel vertice del cono tagliando la sfera secondo un arco di cirolo 
massimo, i due piani ciclici tagliano la sfera secondo due archi di 
circolo massimo, che si dicono archi ciclici della conica sferi- 
ca ; e similmente i due piani polari tagliano la sfera secondo due 
archi di circolo massimo, che si dicono archi polari della stes- 
sa conica. 

2. ” L'angolo formato da due archi di circolo massimo è uguale a 
quello de' piani che li determinano. L'angolo di due raggi è misu- 
ralo dall'arco di circolo massimo che sottendono. 

3. * Se da un punto H della sfera si conduce la perpendicolare MP 
sopra una retta OR condotta pel centro della sfera, quella perpen- 
dicolare è il seno dell' arco di circolo massimo compreso fra i due 
raggi OR, ON. Similmente la perpendicolare condotta da M sopra 
un piano P menato pel centro, è il seno dell'arco di circolo massimo 
condotto perpendicolarmente dal punto H su quello determinato dal 
piano P. 

4. " 11 piano tangente il cono taglia la sfera secondo un arco di 
circolo massimo tangente la conica sferica nel punto in cui il lato 
di contatto incontra la curva. 

5. *’La focale del cono incontra la sfera in un punto dell'asse mag- 
giore della conica sferica : questo punto si chiama fuoco di delta 
conica, la quale perciò à due fuochi equidistanti dal centro. L'arco 
di circolo massimo compreso tra un fuoco e un punto qualunque 
della conica sferica si chiama arco vettore di questo punto. Con- 
siderando simultaneamente le due ellissi sferiche, diremo supple- 
mentali i due archi vettori d' un punto M d'una delle ellissi, i 
quali vanno a terminare ai fuochi delle due curve che son posti sulla 
stessa focale; essendo che una focale del cono, arrestata ai due pun- 
ti ne' quali incontra la superflcie sferica, è un diametro. 

384. Posto tutto ciò, dai teoremi segnali nella prima delle seguen- 
ti colonne, relativi al cono, e già dimostrale innanzi, deriviamo i 
corrispondenti per la conica sferica, segnati nella seconda colonna. 
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Teoremi relativi al cono Teoremi relativi airdlissc, 
di ì." grado sferica 

I.— La somma degli angoli for* I. —La somma degli archi vet- 
mati con le due focali da un qua- tori d' un punto qualunque del- 
lunque lato del cono è costante l' ellisse sferica è costante ed u- 
ed eguale all' angolo della prima guale al grand'asse, 
sezione principale (n.^SlG). 

Chiamando r, r' due archi vettori d'un punto qualunque dell'ellisse 
sferica, e con p, p’ i rispettivi archi supplemenlali (n." prec. S.**) 
avremo r+p=r'+p'=:it, e quindi p-r'=p'-r, cioè la diiTerenza di due 
archi vettori d’uno stesso punto duna ellisse sferica riferiti ai 


fuochi delle due eUmi sferiche 
piementali, è costante. 

II. — La somma degli angoli 
formati coi due piani ciclici da 
una qualunque piano tangente il 
cono è costante (n.“ 371). 

III. — La distanza d’un punto 
qualunque della superficie del 
cono da una focale e quella dal 
corrispondente piano polare so- 
in un rapporto costante (n.‘*72). 

IT. - Il prodotto de'seni degli 
angoli formati da un Iato qualun- 
que del cono coi due piani cicli- 
ci è costante (n. 378). 

V. - Il prodolto de’ seni de- 
gli angoli formati da un qualun- 
que piano tangente del cono con 
le due focali è costante (n.° cit.). 

TI. — Il piano tangente un co- 
no taglia i due piani cìclici se- 
condo due rette che s' inclinano 
egualmente sul lato di contatto 
(n.”33*). 

VII. — Il piano condotto per 


opposte, ma che non sieno sup- 

II. — La somma degli angoli 
formati coi due archi ciclici da 
un qualunque arco tangente la 
conica sferica è costante. 

III. — Il seno dell’arco vettore 
d'un punto qualunque d'una co- 
nica sferica e quello dell' arco 
condotto per lo stesso punto per- 
pendicolarmente all' arco polare 
corrispondente sono in un rap- 
porto costante. 

IV. — Il prodotto de' seni degli 
archi condotti da un punto qua- 
lunque della conica sferica per- 
pendicolarmente agli archi cicli- 
ci è costante. 

V. — Il prodotto de'seni dc'due 
archi condotti perpendicolarmen- 
te ad un qualunque arco tangente 
la conica sferica è costante. 

VI. — L’arco tangente una co- 
nica sferica , compreso fra i due 
archi ciclici è hisegato nel punto 
di contatto. 

VII. - L’arco condotto per un 
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una focale c per Tinterseiione di fuoco e per l' intersezione di due 
due piani tangenti un cono bise- archi tangenti una conica sferica 
ga r angolo de' piani condotti per bisega l' angolo formato dai raggi 
la stessa focale e i lati di conlatto vettori de' punti di contatto. 
tn.*370). 

CAPITOLO VII. 

DELLE SUPBRFICIB OMOPOCALI, B DELLE SUPERFICIE RECIPROCHE 

ART. I. 

Delle MiDerBele omofocall. 

385. Due superficie di 2.” gr. si dicono omofocali, o con- 
focali, quando le loro sezioni principali negli stessi piani coor- 
dinati sono coniche omofocali ( n." 6G3, p. p. ). Posto ciò conside- 
riamo r ellissoide 

( 1 ) 1 +!^+$=*' 

secondo la definizione la superficie omofocale dev' essere parimen- 
te fornita di centro, e concentrica con la data, onde la sua equazio- 
ne deve aver la forma 

= a'*>6'*>c'*; 

inoltre, perchè le sezioni principali (ab), (ac), (bc) sieno rispetti- 
vamente omofocali con le (aV ) , (oV) , (6'c') dev’ essere ( n.® 
666, p. p. ). 

(3) o*-a'V=b*-6'‘=c*-c'*=u‘, 

ove u*, che può esser benanche negativo, rappresenta il comune 
valore delle precedenti tre dilTerenze. Pertanto, ricavando dalle (3) 
i valori di a'*, 6'*, c** e sostituendoli in (2), aircmo 

<ftt 2,^ 

per r equazione della superficie omofocale dell’ ellissoide (1). Ora 
se u* è negativo, o se, essendo positivo, è u’ < c*, la (4) rappresen- 
ta un’ ellissoide; se m* cade fra 6’ e c*, rappresenta un’ iperboloide 
a una foglia; e in fine, se u* cade fra a* e 6*, la (4) rappresenta una 
iperboloide a due foglie. Quando u* è uguale a c*, o a b*, o ad a’ 
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si à z=o, 0 y=Q, 0 0^, cioè la superficie riducesi a uno de' tre 
piani coordinati. 

386. Ora sia (x'y'z') un punto qualunque, e supponiamo che la 
superficie (4) debba passare per questo punto: dovrà essere 


( 5 ) 


ac" y** 
a*— ^ 


z'« 

c*— w* 


= 1 , 


da cui si trae 


t (a*-u‘) (c*-u*) = 

j (b*-u*) (c*-u*) a:'* + (o*-w*)(c*-u*)y'*+(o*-u*J(6*-«*)z'*, 

e questa equazione cubica rispetto a u* servirà a delerminare il 
valore di u* cosi, che si possa pel punto (x'j'z') condurre una 
superficie omofoeale coll' ellissoide (1). Ha facendo successiva- 
mente u*=o*, u*=6*, w*=c*, u*=— oo , e tenendo presente che a*> 

6*>c*, si trova la serie de’ segni h h -, quindi le tre radici della 

(6) son tutte reali; una è minore di c*. l’ altra è compresa fra 6* e 
c*, e la terza fra a* e b*, quindi ( n.° prec. ) nel primo caso si à 
un’ ellissoide, nel secondo un’ iperboloide a una foglia, e nel terzo 
un' iperboloide a due foglie ; laonde per un dato punto si possono 
far passare tre superficie di 2" gr. omofucali con una data ellis- 
soide, e sono un' ellissoide, un' iperboloide a una foglia, e un'i- 
perboloide a due foglie. 

381. Osserviamo che se z'=o. l’equazione (6) ammette la radice 
u*=c*, e soppresso il fattore c*—u*, le altre due radici sono date 
dall’ equazione 

(o*— «*) (6*— u*)=(6’— u*)y’*: 
or quest’ equazione avrebbe anch' essa per radice u'=e*, se fosse 


(■J) 


— +-^ = ! 
o*-c* ^ 


dunque per ogni punto messo nel piano XY, e le cui coordinate 
x',y' soddisfanno quest’ equazione, la superficie omofocale che vi 
passa è il piano z=o, cioè lo stesso piano XT; e poiché u*=c* è il 
passaggio delle ellissoidi alle iperboloidi a una foglia omofocali con 
la (I), e r equazione (7) è l’ ellisse focale di quella superficie (1), 
cosi può dirsi che ogni punto di questa focale appartiene al limite 
di separazione tra le dette ellissoidi e iperboloidi a una foglia. 
Similmente si trova che il piano y=o è il limite di separazione tra 
le iperboloidi a una e quelle a due foglie, al quale appartengono 
in un certo senso tutti i punti dell’ iperbola focale della stessa 
superficie (t), la cui terza focale è immaginaria. 
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388. Ponendo a*-u*=a*, cioè dinotando con a, il primo semias- 
se d’ una delle superficie omofocali, che passano pel punto {x'y’z'), 
gli altri due saranno espressi da oJ-(a*-6*), oj— (o*-c*) , o sia, 
ponendo le quantità date 


(8) a}-b*=h\ o‘-c*=k*, 

saranno espressi da a*-h*, a}-k*, e però la (S) diviene 


( 9 ) 


y'* z'* 

oj ^ af-k* 


= 1 . 


Mercè quest' equazione, data l' ellissoide (1) c il punto (x'y'z'), si 
potrà determinare oj c quindi aj—k’, oj—fc*. L'equazione (9) è 
del 3° gr. rispetto ad a*, appunto perchè le superficie omofocali 
che passano per (x^y'z') sono tre. 

Reciprocamente, conosciute tre superficie omofocali , possiamo 
determinare per mezzo della (9) le coordinale x'y'z' de' punti d' in- 
contro di queste superficie. Imperocché so u„ iZj, Uj sono tre va- 
lori di u corrispondenti alle tre omofocali comprese nella (4), e 
facciamo 

(10) o*-uJ=of, a»-uJ=o5, a‘-uj=aj, 

saranno a*, a|, a* le radici della (9), che ordinata si trova avere 
per ultimo termine -/i*k*x'*, onde per la teorica delle equazioni 
sarà h}k'*x'*-a*a\a\, da cui si trae 

rm (a*-ul) (a*-u?) 

^ ' ~ h^k* ~ (o*-6*) (o*-c‘) 


Similmente, ponendo 

(12) ò*-uJ=6J, 6*-uì=6’, b*-u\=bl, si trova 

mv _ {b^-u\W-u\){b*-t4) . 

^ w ~ (6*-o*Xb*-c’) (b*-o*)(6*-c‘) 

c in fine, posto 

(14) c*-uj=c;, c’-uj=cj, c*-uì=cj, s' ottiene 

c’cìcì _ (c«-u»)(c»-uì)(c»-u!i) 

' ^ “ (c*-o*)(c*-6*) (c*-o>)(c*-b‘) 

389. Supponendo u,, u, costanti c u, variabile, le (11), (13) c 
c (15) dànno 

x”=k.(a’-w;), i/”=k,(6*-u; ), z'^^-k,(c'^u]) ■■ 
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essendo A, tre costanti ; queste coordinate son quelle dei 
punti in cui la linea d' intersezione delle due omofocali (u«, Uj) ri- 
maste fisse viene incontrata dalla terza variabile (u,). Ora questi 
punti si dicono corrispondenti, e quindi, osservando che a‘-u^ . 
b*-uj , c*-uì sono i quadrati de' semiassi della superficie variabi- 
le, si conchiude che le coordinate de' punti corrùpondervtt slanno 
tra loro come i semiassi omologhi. 

390. Quindi se (x'y'z'), (x"y"z") sono due punti corrispondenti 
uno sulla superficie (Ug), l'altro sulla superficie simile (u,), avremo 

x'* ^ ar‘ 

o*-uJ a*-uj ~ u*-wj ®’ 

e dinotando con S,, S, le distanze di delti punti dall' origine ( cen- 
tro comune delle due superficie ) avremo 

(16) S; -5’ =(x'*-x"‘)-Ky'*-i/*)+( 2 '’-z"*) 

=(fe„+fc,+fc,)(«* -«ì)=uj -«ì , 

poiché ko+k,+k.= -= — j + rr—i + "i — ì = * ! differcn- 

‘ * a’-«J 6 -uJ c*-uj 

za de' quadrati delle distanze di due punti corrispondenti dal 
centro è costante. 

391 . E ne segue benanche che la distanza fra due qualunque 
punti presi sull' omo focale mobile è uguale a quella di due punti 
corrispondenti. Imperocché, se M' {x'y'z'), M" (x"t/'z") sono i due 
punti qualunque, e N'(x;yjz' ), N"(x"j/',' 2 ',') i due punti corrispon- 
denti, avremo 

M'N''»=(x'-x;'jH(y'-y';j‘ +( 2 '-z;')* 
=OM'»-i-ON"*-2(x'x;' ^-y'yf+z’ z'f), 
N'M”>:=0N'*-)-0lll’'‘-2(x', X" -f y; i/-f z; z"), 

sì che sottraendo queste uguaglianze, e osservando che per la (16) 
è OM'‘-ON'*- (OSl"*-OR"‘)=o, e che. essendo x' : x":=xj ; x", è 
pure x'x;'=x; se" , e similmente y'y"=yjy", z'zj'=z;z", avremo 
M'ir«=N'M"*, c. b. d. 

392. Il secondo termine dell’ equazione (9) ordinata rispetto ad 
oj è x'*-i- y'*-fz'*-f-/i’-l-fc’, quindi x'’-t-y'*-l-z'*=aJ-^aJ-foJ-^*-k* . 
e rimettendo per h*, k- i loro valori (8) ed osservando che a*— b*= 
al-bl, a*-c^a\-cl, risulta x'*-t-y'*-f-z'*=a*-t-6|-i-c| , quindi si 
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concbiude che gli otto jiunti d' inlenezione delle tre omofocali 
stanno sopra ima sfera il cui raggia è= v/oj+òj+cj. 

393. Pel punto (x'ij'z') conduciamo le normali a due delie omo- 
focali che passano per quel punto, e sieno le due 


(n) 



r angolo di queste normali essendo eguale a quello delle perpendi- 
colari condotte per l' orìgine su i rispcttiTi piani tangenti le super- 
ficie (1^), dinoteremo con p, la lunghezza e con la direzio- 
ne d’ una perpendicolare, e con p, la lunghezza e con la di- 

rezione della seconda perpendicolare, c sarà (iS,283) 


a,= 


(18) 


Pi=c' 

a* 


„ - 

^■“5T 


P.= 


p,y 
bì ’ 

PiV" 

b\ ' 


T. = 


Ti = 


P|Z_ 

cì 

jp»£. 

c| 


onde il coseno dell'angolo X delle delle normali sarà espresso da 




ora (x'y'z') deve soddisfare le (17), quindi sarà 


( 20 ) 






bì 


-I- 



onde sottraendo, e osservando che oJ-a*=6J-6J=c|-c*(IO, 12. 
H) risulta 




e poiché a* -a* è diverso da zero, cosi è nullo l'altro fattore in pa- 
rentesi, e però benanche cosX=:o, X=90®, onde le superficie omo- 
focali si tagliano ortogonaimetUe. 

Quindi le normali a due delle superficie nello stesso punto ài 
cadono nel piano tangente la terza omofocale nel medesimo 
punto, 

394. Similmente dalle (11), (13) e (15) si ù 


X'» y'* 

, b*b\ 
al ^ b\ 


vs 

-t — quindi 


a, Ut , Pipi .Tifi _ 
a* 6* ^ c* 
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or quest' equazione indica che le due direzioni («iPiY») 

sono due diametri coniugati della terza superficie (u, > (8,301), c 
poiché esse sono inoltre tra loro perpendicolari, ne segue che sono 
due assi: onde se pel entro d' una superficie di 2 ® gr. si condu- 
ce un piano parallelo ad un piano tangente qualunque, gli arsi 
eli questa sezione centrale saranno paralleli alle normali delle 
due superficie omofocali, che passano pel punto di contatto. 

395 Volendo determinare le lunghezze di colesti assi, coincidenti 
in direzione con le perpendicolari Pi , p* , chiameremo 2 p, il primo, 
e avremo (3, 300) 


P* 



IL+Ji 

bì ^ c* 


=pf 


/ 05'* 7/'* 

V afa* h‘6* + 



Inoltre 


( 21 ), e quadrando le prime (18), 


addizionando i risultamenti , e osservando che a*+pj+-yj=l, si 
à pure 

I X'* , y'» 2'* 

p* " a* +"6r^“3T’ 

si che sottraendo quest’ eguaglianza dalla precedente e osservando, 
come sopra, che aj-a 5 = 6 *- 6 |=cj- c*, risulta 


btb\ 


+ 


efej 


■(a|-of)p! ’ 


e sostituendo nella superiore formola di pj s’ ottiene finalmente 
pf In modo analogo si trova p*=o|-o*. OrquesU valori so- 
no indipendenti dalle coordinale x',y',z', quindi il diametro d’una 
superficie di 2 ® gr. condotto parallelamente alla normale della 
omofocale, menalale per un punto qualunque delC intersezione 
comune delle due superficie, è costante. 

396. Essendo Oj, 6 ,, c, i semiassi della superficie (Wj), p,, p, i 
semiassi d’ una sua sezione centrale, e p, la lunghezza della per- 
pendicolare condona dal centro sul piano tangente parallelo a della 
sezione si à p,PiP,-a, 6 jC 3 , e quindi quadrando e sostituendo i 
precedenti valori di p,, p,, ne risulta 

a* 6 *c* 


})*= *'1^11 
* («Ì-afj(aì-o*) ’ 
Robui Geometria Ànalilica 


PÌ- 


a*6JcJ 


(af-a*)(aJ-o*)’ 


26 
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Prendendo per piani coordinati i Ire piani tangenti le tre su> 
perilcie omofocali nel punto comune , le p, , p, , p, sono le 
coordinate del centro della supcrDcie (u,) ; e paragonando le prece- 
denti formole con quelle di x' ,y', z' (n.” 288) scorgiamo in pari 
tempo che le Pi , p, , p, sono le coordinate del punto comune delle 
tre superQcie omofocali, che ànno per semiassi rispettivi a, , a, , a,; 
6,, b, , bj’, c,, C{, c,; laonde se da un punto comune a tre super- 
ficie omofocali (a,b,c,), (ajb,Cj), lajbjCj) preso come centro si de- 
scrivono tre nuove superficie (a,a,aji, (b,b,bj), (c,c,Cj), t cui pia- 
ni principali sieno i tre piani tangenti delle tre superficie date 
nel loro punto comune, le nuove tre superficie saranno omofo- 
cali, e si taglieranno nel centro del sistema primitivo, e i tre pia- 
ni principali di questo sistema saranno i tre piani tangenti del 
nuovo sistema (Salmoh, Op. di., p. 135). 

397. Secondo è stalo dimostralo nel n.” prec., se pel centro (x'i/'s') 
del nuovo sistema si conduce un piano parallelo a uno de' princi- 
pali del sistema primitivo, poniamo a quello in cui erano le coordi- 
nate X, y, i quadrali de’ semiassi di questa sezione centrale saran- 
no a*-b*, a*-c*, cioè questa sezione sarà la focale ellittica, qua- 
lunque sia il punto {x'y'z'). E similmente la sezione centrale paral- 
lela al piano XZ sarà la focale iperbolica. 

398. Sappiamo che il piano polare d’un punto (x,y, 2 ,) rispetto 
al sistema di superficie (i) è 

3g|3C , V,]L + _ È 

a*-u* ^ b*-u* ^ ’ 

e però volendo determinare il luogo dei poli d’ un dato piano 
Ax-t-By+Cz=l rispetto allo stesso sistema di superficie omofoca- 
li (4), bisognerà idenliflrare quest’equazione con la precedente , il 
che dà 


3S. 

a*-u* 


= A, 


Vi 

b^-u^ 


= B, 



= C, 


quindi eliminando u* fra queste equazioni, quelle del luogo richie- 
sto saranno 



le quali appartengono ad una retta perpendicolare al piano dato. 

399. Siccome il polo d'un piano tangente è lo stesso punto di con- 
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t«Uo, cosi dal teorema precedente segue che il luogo de' poli cfun 
piano tangente uno superficie di 2® gr. , rispetto al sistema di 
superficie omofocali alla data, è la normale di queUa prima su* 
perfide. 

Cotesto rìsultamento porge il mezzo onde descrivere una super- 
fide omofocale a una data, e che tocchi un piano dato. In fuili il 
piano tangente à per polo il punto di contatto, quindi dato il piano 
si potrà descriv< re la retta luogo de' poli di questo piano rispetto 
alla serie di superfìcie omofocali alla data , e l'intersezione di que- 
sta retta con quel piano sarà il punto di contatto delle superfìcie 
cercata. 

400. Il cono circoscritto alla superfìcie (1) e avente per vertice il 
punto {x'y'z') à per equazione (.11, 218) 


( 22 ) 


k 


W* 2* A _ y'y z'z 



avendo messo per semplicità 


(23) 


oc'» y'* z'* 

1 - — -1 

a*^ 6» c» 


= L 


Dinotando con (Imn) la direzione d'un sistema di corde principali 
di questo cono, l'equazione del piano diainetraU coniugato sarà 

S{lxHny+nz) + ^^+^+~=o (0^208), 

essendo S una radice della cubica (10, 210) applicata al cono (22) ; 
e comecbè questo piano passa pel verlice (x'y'z'), così avremo 

S (te'+mi/'+nz') + % + ^ + ^ = 

mercè questa relazioni le equazioni (9, 210) che servono a deter- 

minare 1 , m, n, ponendo per semplicità — = u, divengono 

K 

(o’-u) I = x' (Ix'-l-my'-i-nz') , 

(ò’-u) m = y' (Ix'-Hny'-l-nz ') , 

(c*-u) n =z' (tac'-l-mj/'-t-nz') , d’ onde si trae 


(a) 


X 


m 

IT 


(b) 


■-I- 




-!-• 


o»— u 6»— u c»— u 


= 1 . 


a»-u 6»-u c»-u 
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Quest'ullima cquaziono di 3” gr. rispello a u ser?e a determinare i 
valori di u ai quali corrispondono i tre sistemi di corde principali, 
e nel lempo stesso determina i parametri delle tre superfìcie omo- 
focali della proposta, le quali passano pel punto (x'y'z') ; e le (a) 
indicano che queste direzioni sono perpendicolari ai piani tangenti 
queste superficie, condoni per lo slesso punto, il che vuol dire che 
t tre assi del cono circoscritto alfa superficie di 2® gr. (1) coinci- 
dono con le normali alle tre superficie omofocali olla data, le 
quali passano pel vertice del cono. 

401 . Se ad una superficie di 2° gr. si condMce un piano (an- 
gente T, e pel punto di contatto M si mena in questo piano una 
retta R per la quale si conducono i piani T , T' tangenti una su- 
perficie omofocale alla data, questi piani faranno angoli eguali 
dall'una e dall'altra parte col piano T. Imperocché il piano tan- 
gente T è piano principale del cono, che è circoscritto alla superfi- 
cie omofocale e é per vertice il punto di contatto M ; e però i due 
piani T', T' sono tangenti benanche questo cono ; ma due piani 
condotti per una stessa retta posta in un piano principale d'un cono, 
e tangenzialmente al cono, s’inclinano egualmente al detto piano 
principale, quindi è vero c. c. b. d. 

402. Prendendo per assi coordinali le tre normali delle dette su- 
perGcie omofocali (u,), (ut), (uj), l'equazione del cono circoscritto 
(n.“ 400) deve essere della forma Aa!*-i-jBi/*-|-Cz*=o , essendo che 
quelle normali sono i tre assi del cono. Ora questo cono riferito 
agli assi deH'ellissoide (1) à per equazione la (22) 




e per avere l'equazione rispetto alle dette normali, bisognerà tras- 
portar l’origine nel punto (x'y'z'), e gli assi parallelamente a loro 
stessi, il che s’ottiene ponendo x+x ' , y+i/' , z+z' invece di x, y, z: 
cosi Tequazìone precedente prende la forma 




indi converrà passare dagli attuali assi ortogonali a tre nuovi assi 
parimente ortogonali, i quali fanno con gli assi primitivi OX, OY , 
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OZ angoli i cui coseni sono rispelliTamenle ( 42, 283) 


p,x' 

« 

PlP' 

Ti 


a* ’ 

Pi = 

’ 

c? 

Pi®' 

fi 

Pi?/ 

Ti 

Pi*' 

a* ’ 

Pi = 


e| 

P-.®’ 

’ 

= 

Pi?/' 

b] ' 

Ti 

_ PnZ' 


e però bisognerà porre nella (24) invece di x, y, z rispellivamenle 


n.x v,x p,® 


6* 6i 6* 


p,z' 


X + 


Pi" 


1/ + 


Pj2' , 


Or siccome la trasformata non deve contenere che i soli quadrati 
x*,y*, z*, cosi basterà cercare quali saranno i coeihcienli di que- 
sti quadrali, facendo l'indicala sosliluzione. Perlanto per calcolare 
il coefficiente di x* sostituiremo i soli primi termini delle tre for- 
molo precedenti nel primo membro (24), che cosi risulta 


(25) 



^ 6 * 6 } ^ c^c*J 


Similmente sviluppando il secondo membro, sostituendo nel risul- 
tamento invece di x, y, z quei termini delle formule precedenti i 
quali dònno, dopo la sostituzione, termini con x* soltanto, s'ottiene 


(26) 


^ z'« 

c»cj/ ’ 


onde il coefBciente di x* nella richiesta equazione del cono sarà la 

jb'i .n 2'* 

differenza delle (25) e (26). Ora— j+^ + -j-l = o,c sottra- 

a, oj c, 

endo quesfeguaglianza dalla (23), e tenendo presente le prime re- 
lazioni (10), (12) e (14), risulta come altrove 


( 27 ) 


a;'* ■ y" , 

o»oJ 6*6* c*c* a*-a‘‘ 
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'Il 

a\ b\ c 
glianza dalla precedente risulta 


Qj'» .Jl'l 2'X I 

similmente essendo ^ + 7 * = ^ • sottraendo quest’ egua- 


(- 8 ) 

o’of 


y’* 

6*6? 


■*'c*c‘ (a?-a*)« pJ(aJ-o*) ’ 

si che, sostituendo queste espressioni (27) c (28) nelle (26) e (23), 
e prendendo la dilTerenza de' risultamcnti, s'ottiene per coeUiciente 

di X* l’espressione Analogamente i coefflcienli di y* e z’ sa- 

(li| ’~Ob‘ 


ranno 


aj-a* 


oj-a* ’ 


onde la chiesta equazione del cono sarà 


(29) 


X* y* z* 
aj-a* ^ aj-o* ^ a|-a* 


= 0 . 


Posto ciò osserviamo che rimanendo lo stesso il punto (ae'y'z'), e 
prendendo invece della superflcie (abe) qualunque altra (a'òV) omo- 
focale con la prima, le tre superflcic(u,),(U{),(u,)rimangono le stes- 
se, e quindi ancora le normali ad essa condotte pel punto (x'y'z'), 
onde il cono che à questo stesso vertice ed è circoscritto alla su- 
perficie (a'b'c') avrà i suoi assi coincidenti con le dette normali, e 
perciò coincidenti in direzione con quelli del cono circoscritto alla 
superfìcie (abc). 

Inoltre le equazioni delle focali del cono (29) sono 


(30) 


X* z* _ 

of-o| a\-al ~ ° ’ 


y = o, 


e sono indipendenti da a*. Quindi ne segue che t coni aventi lo 
stesso vertice e che sono circoscritti alle diverse superficie omo- 
focali d’ uno stesso sistema , anno gli stessi assi e le medesime 
focali. 

Queste focali sono le generatrici, de' due sistemi, delViperbo- 
Ioide che passa pel vertice. In fatti, per un lato qualunque d’uno 
de’ coni del sistema si conduca il piano tangente quel cono , e due 
altri piani, uno de’ quali passi per una generatrice d'un sistema e 
l’altra per una generatrice del sis'ema opposto dell’iperboloide: co- 
testi piani toccheranno questa superficie , e però faranno angoli 
eguali col piano tangente il cono (n.” 401). Laonde le due genera- 
trici sono tali che i piani condotti per esse e per un lato del cono 
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fanno angoli eguali col piano Ungente questo cono, quindi sono le 
focali di quesU superficie, c. b. d. 

Per più estese cognizioni su questo argomento si può consultare 
Chasles, Aperpu hislorique, noU XXVI; e il Salmon nell’opera più 
volte citala. 


ART. II. 

Saperflcte reelproebe. 

403. NeU'art. Il del cap. IV abbiamo esposti parecchi teoremi, 
che a due a due erano reciproci : essi furon dedotti dalla considera- 
zioni dei poli e piani polari, e ci condussero a stabilire In proposi- 
zione seguente : se il polo d'un piano rispetto a una superficie 
di 2® gr. D si muove su un'altra superficie di 2® gr. L, il corri- 
spondente piano polare inviluppa una terza superficie di 2® gr. 
£' ; e reciprocamente se un piano si muove toccando costantemen- 
te una superficie di 2® gr. X', il corrispondente polo rispetto a 
un'allra superficie di 2® gr. D, descrive una terza superficie di 2® 
gr. £ (n.® 29.>). 

Secondo queste proposizioni a un punto della superficie £ cor- 
risponde un piano nella superficie £' , e reciprocamente a un 
piano Ungente di quesU corrisponde un punto di quella ; 
quindi a due punti della prima, 0 sia a una retta della superficie 
£ corrispondo no due piani, o sia corrisponde una ret- 
ta (l'intersezione di questi piani) della superficie £'. In una parola 
a un punto, a una retta, ad un piano duna delle due superficie £, 
£' corrisponde un piano, una retta, un punto dell'aura : per questa 
ragione queste superficie sono dette polari reciproche, e la 
superficie D, per mezzo della quale si genera una delle prime due, 
essendo data l'altra, si chiama direttrice. 

In generale due sistemi geometrici S, S' sono reciproci, quando 
a un punto, a una retta, a un piano del primo corrisponde un piano, 
una retta, un punto del secondo, e reciprocamente. 

404. Siccome nelle curve piane polari reciproche la curva diret- 
trice d’ordinario è un circolo (n.® 164, p. p.), cosi nelle superficie 
la superficie direttrice D d'ordinario è una sfera, il cui centro è quel- 
lo di reciprocazione, echc diremo centro polare. Inque- 
sto caso diremo le superficie soltanto reciproche, invece di po- 
lari reciproche, e ne mostreremo la seguente proprietà fondainen- 
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tale.. Il piano polare d'un punto rispetto a una superficie di 2° gr. 
qualunque è parallelo al piano diametrale coniugato del diametro, 
che passa pel polo ; quindi in una sfera ogni piano polare è perpen- 
dicolare al diametro che passa pel polo : ora questo polo P, il punto 
P, , in cui la congiungente P col centro C della sfera incontra il pia- 
no polare, e i due punti M, M', in cui la stessa retta incontra la su- 
perficie sferica sono armonici ; inoltre C è il punto di mezzo de 
semmento MM’, quindi CPxCP,-CM* =r*, essendo r il raggio del- 
la sfera. 

405. Siccome il piano polare del punto P della prima superficie S 
deve passare per P, ed esser perpendicolare alla congiungentc CPl 
e poiché inoltre questo piano è tangente la superficie reciproca I', 
cosi si vede dalla trovata relazione CP.CP,=r* , come, essendo data 
la superficie £ e la sfera direttrice, si possa costruire la superficie 
reciproca £' ; imperocché essendo P un punto qualunque di £, e C 
il centro della >fera, o centro polare, se si congiunge CP, e si ta- 
glia CP, terza proporzionale in ordine a CP e al raggio r, e quindi 
per P si conduce perpendicolarmente a CP un piano, questo sarà 
tangente la superficie reciproca £'. 

406. Se il centro polare é un punto della superficie, allora per 
questo punto si à CP=o, e quindi ne segue CP,=oo ; onde, in que- 
sto caso, il piano corrispondente a quel punto tocca la superficie 
reciproca all'Infinito. 

407. In fine se M, M' sono due punti e si congiungono con l'ori- 
gine 0 ; se inoltre MP è la lunghezza della perpendicolare condotta 
dal punto M sul piano polare di M' rispetto alla sfera direttrice, ed 
M'P' é la lunghezza della perpendicolare condotta da H' sul piano 
polare di M, abbiamo MO : MO'=MP : M'P', (n.® 298), c quindi be- 
nanche HO : MP;:M'0 : H'P'. Ora supponiamo che la superficie £ 
sia una sfera, H sia un punto di questa sfera, ed H'sia il punto cor- 
rispondente di M neila superficie reciproca £' ; in questo caso MO 
ed MP sono costanti, qualunque sia il punto M, c perciò la propor 
zionc precedente dà luogo al seguente teorema : nella superficie 
reciproca d'una sfera le distanze (Sun (jualunque punto di della 
superficie da un punto fisso e dal piano polare corrispondente 
al centro della sfera sono in un rapporto costante. 

408. Dopo tutto il precedente esposto si fa chiaro che per trova- 
re l'equazione della superficie £' reciproca d'una data superfi- 
cie £, rispetto a una direttrice data D, bisognerà esprimere alge- 
bricamente che un punto variabile {xyz) é polo, rispetto alla super- 
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fiele £ ; 0 reciprocamente che un piano variabile (stu) è polare, ri- 
spello alla superficie D, d’un qualunque punto della superficie £. 

409. Quando ja din lirico è una sfera , allora si può benanche 
esprimere algebricamente che il prodotto della distanza del centro 
polare da un qualunque piano tangcnle la superficie £, per la di- 
sianza dello stesso centro da un punto variabile (xyz) messo sulla 
perpend colare condotta dal centro sul detto piano tangente, è ugua- 
le al quadrato del raggio della sfera direttrice (n.° 404). 

410. Supponiamo pec esempio ohe la superficie data abbia la so- 
lita equazione omogenea 

F (®, y, z, ì)=Ax*+Iiy*+Cz‘+2(Dyz+Esz+Fxy) 

-F2( Gx+Hy+Iz)v+Kv*=o ; 

sia inoltre 

(1) SX-Ml/+UJ-fWD=0 

l'equazione d'un piano, il quale sarà tangente la data superficie F, 

se 8, l, u verificano la condizione 


( 2 ) 


.1 F E G s 

F li D 11 t, 

E D C I u 

G II I K w 

S t U W 0 


0 (20, 215). 


Indi se <f{x, y, z, ti)=o è l'equazione della direttrice, il piano (1), 
rispetto a questa supcrflcio, sarà polare d'un punto (xyzv) se 

(3) 8 = i?'r, « = “ = Ì9'j. w = • 

laonde, messi questi valori nella precedente cciuazione, s'avrà l'equa- 
zione della supcrfi( ie reciproca di F, con la direttrice f . 

411. Se la dircllrice è una sfera di raggio r, e col centro all'ori- 
gine dalle coordinale, l'equazione <p=o, supponendo coordinate non 
omogenee, sarà propriamente 

( 4 ) -f »/* -f 2* - r* = 0 , 


e quindi 

( 3 ) 8 = X , I = 1/ , u = z , w = - r*. 

E se la superficie data sia dotala di centro, il quale abbia per 
coordinate x' ,y' , z' , snpponendo gli assi delle coordinate paralleli 
a quelli della superficie, l’equazione di questa superficie sarà 

(6) b*c* (x-x')’ + tt*c* (y-y'Y -t- o’ò* (z-z')* - a’ò*c* = o , 
Rubini Ceomelrìa Analilica Ì7 
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si che avremo in questo caso 

B=aV, C=n»6», D=E^F~o, G=-6W, 
«=-o*cy, /=-aW, K = 6’c-x'* + aVi/'Ha’6^::'*-a*6V- , 
e messi questi valori e i (3) nella (2) avremo 

h’c’ o n — h*c*a;' a: 

o n V o — o*c’iy' y 

0 0 a'ft* ~n^b'*z' z 

I -6 Va;' -o’c*iy' -a*6V K -r* 

I X y z - r* 0 

per Vequazione della superficie reciproca della superficie a cen- 
tro (G), che, sviluppando il delcrminanlc,e rimettendo per K il suo 
precedente valore si troverà, dopo facili riduzioni , essere 

(81 a*x’-l-6y+cV=(m’x+y'y 

Qucsl’cquazionc d'altronde pot-vasi dedurre più speditamente, 
sei-’iiendo la regola indicala nel n." 408. In fatti la lunghezza p della 
perpendicolare condotta dal centro della supcrllcic (G) sul piano tan- 
gente 6 (43,283) p = v'aV+òV'+cV, essendo (Xpv) la direzione 
di questa perpendicolare ; e però la lunghezza della perpendicolare 
condotta dal centro sullo stesso piano sarà (43, 2M) 

p'=X®'-|-pjy'+v^'+ v/a’X*-|-h*iA»+cN‘ ; 

si che dinotando con ? la distanza dal centro polare, che qui è l’ori- 
gine delle coordinate, dal punto (xyz) corrispondente al detto piano 
tangente, dobbiamo avere p'p—r* ; e osservando che Xp=:cc, pp=y, 
'j?=z, avremo a’x*-f b*y*-K* 2 * = {x'x+y'z+z'z-r'‘)-, come sopra. 

?e il centro polare è il centro della superficie, allora x'=y'=z'—o, 
c la reciproca della superficie (1) à, in questo caso, per equazione 

(a) a*x'-+6*i/*+c*::‘ = k‘ ; 



d'onde si vede che gli assi di questa supcrllcic seno inversi di quelli 
della reciproca (1); e pcrcift la siiperficie(fl)si dice intersn della (1). 

E, ritenendo sempre per centro polare il centro della superficie, 
ne segue che l’equazione delle superficie reciproche del sistema di 
superficie omofocati 


t 

, .. r_ 

a*— ir ^ 
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è la scguenlo : 

(a’-u*) a;* + j,* -r = 1 ^' • 

il che moslra, secondo le (1,331), (3,332), (10,3:13), che le superficie 
dule du questa equazione pe' diversi valori di u* sono umocicikhe: 
laonde le recii/rockc d un sistema di superfiric omofuculi sono o- 
mocidiclie. 

412. Se la superficie dalai' una sfera di raggio a, haslcrà fare in (8) 
a=ò=c, si che l’ equazione delia sujier/'icie reciprom dvUu sfera è 

t'J) u’ (x*+i/V:’) = (x'x+y'ij+z'z-r'^/ : 

quesl’cquazione appartiene a ma superficie di rotazione ; imperoc- 
ché dinotando con k una quantità urnilraria, e ponendu 

(10) x^ + y- + z^- A * , 

sarà benanche secondo la (9) 

(11) x'xpy'y-\-z'z-r* = diali: 

ma per ogni valore particolare di k la (10) rappresenta una sfera 
eoi centro all’origine, e di raggio k, e le (11) rappresentano due 
piani paralleli a quello che à per equazione 

(12) x'x + y'y + z'z-T* = o, 

il quale è il polare del punto (x’y’z'), centro della sfera data, ri- 
apello alla sfera direttrice ; laonde la superficie (10) è tagliata da 
un qualunque piano parallelo a questo polare, secondo un circolo, 
quindi essa è di rotazione. 

Chiamando S la lunghezza della tangente condotta dal centro po- 
lare (origine delle coordinate) alla sfera data , si trovano le coordi- 
nale del centro della superficie (9; essere date dalle forinole 



or questi valori di x„,y„, z^ verificano l'equazione della congiun- 
gente l’origine col centro {xfy'z') della sfera data, e d’altronde que- 
sta congiungcnlc è perpendicolare ai piani (11), quindi l’asse della 
superficie di rotazione (9) ò l'indicata congiungente. In fine, com’ò 
agevole verificare, qucsl'asse incontra la superficie, quindi, in con- 
clusione, la superficie reciproca d'una sfera, rispello a un een- 
irò polare, che non coincide col centro della sfera, c una supera 
fide di roiazionc intorno all’asse irasvcrso. 
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D'altronde la (9) indica chela disianza d'un punto qualunque (xi/z) 
dall'origine ( centro polare ) 6 in rapporto costante con la distanza 
dello stesso punto dal pian(>(12)co'rispondcnte al centro delta sfera 
data, e che si chiama piano direttore della superllcie di rolaz'onc; 
quindi il centro jìolnre è un fuoco della superficie reciproca 
(n.® 339). Il piano direttore è il polare dal centro della sfera reci- 
proca. 

413. Date le equazioni x=az+p, y=bz+q, si può trovare la retta 
che le corrisponde nel sistema reciproco. 

In falli il punto corrispondente al piano x—az+p è il polo rispet- 
to alla sfera direttrice il cui raggio sia r, onde questo polo am 


per coordinale x'=-^ , y'=o, 


Similmente il polo corri- 


spondente al piano y=bz+q avrà per coordinale x" = o, y"-- 


s = - ■ 


6r* 


; e quindi la retta corrispondente alla (ab) dovendo pas- 


sare per questi due poli avrà per equazioni 


(13) 


X = 


qz+br* 


li “ — 

bp-aq ’ bp—aq 

414. Il piano che passa per questa retta e pel centro polare, sup- 
posto che questo sia l'orìgine delle coordinate, à per equazione 


pz + ar* 


(14) oaj -f 6y -I- z = 0 ; 

questo piano Io diremo congiungcnle la retta (13) col centro. 

413. L'angolo formalo da due clementi d'un sistema è ugmle 
a quello delle congiungerUi gli elementi corrispondenli,nél siste- 
ma reciproco, col centro polare. 

In fatti: 1.® considerando due piani tangenti del primo sistema, i 
raggi vettori de’ punti corrispondenti nel sistema reciproco fanno 
chiaramente un angolo eguale a quello de' piani. 

2.® Considerando una retta (ab) e un piano ( ABCD ), il piano 
congiungente la retta corrispondente, col fuoco avrà per equazione 
/Ar* Tir* Cr*\ 

la (14), ed essendo (-jp. P'®”® (ABCD) 

e perciò il punto corrispondente nel sistema reciproco, saranno 
X y z 

B “ "c equazioni del raggio vettore di questo punto . 
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e questo raggio forma col piano (14) un angolo eh 3 à per seno 

“ 7 ^ — tttk I che c quello stesso che formano la retta 
\/l+a*+h»X^*+ff‘+C*) ' 

(n6) col piano MfJCf)). 

3.” Finalmenle se (ah), (a'b') sono due rette del primo sistema, 
i piani congiungenti le rette corrispendcnli col fuoco nel sistema 
reciproca anno per equa/, ioni 

ax + hy + z = o , a'x + //y + z = o ; 


ora il coseno dell'angolo di qu< stì piani e quello dell' angolo delle 
rette (ab), (n o ) anno la stessa espressione —r, , . 

416. Se alla prima superDcie si circoscrive un cono, la cui linea 
de’ contatti (L) sia in un piano (I‘), s’avrà nella superfn ie reciproca 
un altro cono (C) che è per vertice il polo (p) del piano (P) rispetto 
alla superficie direttrice ; questo stesso polo sarà benanche quello 
del piano della linea de’ contatti del cono (C), rispetto alla superfi- 
cie reciproca, essendo es-o polo il vertice di detto cono. 

417. Per derivare dalle proprietà della sfera quelle della super- 
ficie di rotazione intorno al suo asse trasverso, convien tenere pre- 
sente che uno de’ fuochi di questa superficie i lo stesso centro po- 
lare, c l'erciò 1" l’angolo di due piani nella sfera è uguale a quello 
delle rette condotte pel fuoco e pei punti corrispondenti a que’ pia- 
ni nella superficie di rotazione; 2® l'angolo d’una retta e d'un 
piano nella sfera è uguale a quello del piano c della retta che con- 
giungono col fuoco la retta c il punto corrispondenti nella superficie 
di rotazione ; 3® l’ angolo di due rette nella sfera è uguale a quel- 
lo de’ piani congiungenti col fuoco le due rette corrispondenti nella 
superficie di rotazione (n.® 414); 4® il piano direttore è il corri- 
spondente del centro della sfera (n.° 411) ; 5® a un piano segante la 
sfera corrisponde un cono tangente la superficie di rotazione, c il 
piano della linea de’ contatti à per polo rispetto a questo superficie 
lo stesso polo reciproco del piano segante la sfera. 

Posto ciò. sarà fucile rendersi ragione di alquante proposizioni 
tolte di peso dalla più volte ciUita opera del Salmon , e che qui 
appresso trascriveremo ; gli cnunzlati a sinistra si riferiscono 
alla sfera, quelli a dritta si derivano in corrispondenza dai primi e 
si riferiscono alla superficie di rotazione intorno al suo asso tra- 
sverso. 

I. - Il piano tangente la sfe- I. - La retta ehe congiunge il 
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ra è perpendicolare al raggio fuoco con un punto qualunque 
che passa pel punto dì eontallo. M della superneie è perpendico- 
lare al piano condotto pel fuoco 
e per r inlersczione del piano di- 
rettore col tangenle la superll ie 
de nel punto 31. 

II. — Un cono tangente la sfe- 11. - 11 cono, che à per veri ce 

ra è retto , perchè ogni piano il fuoco, e per base una sezione 
tangente fa lo stesso angolo col qualunque, è rello; rassodi que- 
piano della base. sto cono passa pel fuoco e pel 

polo del i>iano di quella sezione. 

III. - Un piano, che passa pel 111. — Un piano che passa pel 
centro della sfera, è pcrpendico- fuoco è perpendicolare alla con- 
iare al diametro coniugato. giungente il fuoco col polo di quel 

piano. 

IV. — Un cono, che à per base IV. - Un cono circoscritto alla 
una sezione qualunque della sfe- superDcic di rotazione à per linee 
ra, ài suoi piani cìclici paralleli focali le congiungenti il vertice 
a quello di detta sezione. - cui fuochi. 

V. - Ogni piano è perpendi- V. — La congiungente un pun- 

colare alla congiungente il ccn- to qualunque col fuoco è perpen- 
tro della sfera col polo di quel dicolare al piano che passa pel 
piano. fuoco c per 1 inlersczione d I pia- 

no direttore col polare di quel 
punto. 

VI. — 11 cilindro circoscritto VI. — La sezione che passa pel 

alla sfera è retto. fuoco è per fuoco questo stesso 

punto- 
vi I. -Due rette coniugale sono VII. — I piani congiungenti due 

tra loro perpendicolari. rette coniugate col fuoco sono tra 

loro perpendicolari. 

418. Sia 0 il centro polare e nel tempo stesso l’origine delle coor- 
dinale : sieno F, F' i due fuochi reali d’una superDcie di 2® gr. e di 
rotazione intorno all' asse trasverso ; sieno FT, F'T' le disianze di 
quei fuochi da un qualunque piano tangente T al quale corrisponda 
nella superlicie reciproca il punto M. Sieno inoltre P il piano polare 
reciproco del fuoco F, e P' quello del fuoco F' ; finalmente rappre- 
sentino 3FP, 3IP' le distanze del punto M da’ detti piani. Osservan- 
do che il piano T è polare dì M, e lenendo presente il teorema 
del n.® 298, avremo le proporzioni JIO : i’O = MP : FT , 310 ; F'O 
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= MI ' ; F'T' , c quindi 


MO* FOxF'O 


MPxMP' FTxF'T' 


ma questo secondo 


rappoilo 6 coslanlc, quindi Io è pure il primo. 

Ora il cono che à per vertice 0 ed è circoscritto alla superficie di 
rotazione à per focali le rette OF, OF' ( teo. IV, 416 ) ; ma i piani 
P, P' come polari dei fuochi F, F' sono perpendicolari a dette rette, 
quindi essi sono piani delle sezioni circolari del reciproco di detto 
cono (n.“ 372), il quale è l’asintotico della nuova superficie; impe- 
rocché la linea de’ contatti di questa superficie col nominato cono è 
in un piano il cui polo è il vertice 0 del cono circoscritto alla su- 
perficie di rotazione , ma 0 è l'origine, quindi questo piano è all’in- 
finito, e perciò il cono è asintotico della superficie ; e i piani P, P' 
sono paralleli ai eiclici della superficie reciproca. 

Inoltre (Sai.mom, Op et*, pag. 126) rinlersezionc ile’ due piani 
P, P' à per retta corrispondente nel primo sistema quella che con- 
giunge i fuochi F, F' della superficie di rotazione, cioè l’asse tra- 
sverso di questa superficie. E poiché la proprietà innanzi dimostrata 
MO*:(MPxMP')=cost.à luogo quando il fuoco 0 della superficie reci- 
proca 6 ombelicale (n." 339), così la reciproca d'una superficie di 2" 
gr. rispcl'o ad un fuoco ombelicale è una superficie dello stesso 
grado, e di rotazione intorno all'asse trasverso. Che se il fuoco è 
modulare (n.® cit.) allora la superficie reciproca della data è di rota- 
zione intorno aH'asse non trasverso. 

Siccome la direttrice corrispondente al fuoco 0 è Fintersezione 
de'duc piani direttori reali o immaginarii ; cosi, sia che la superficie 
che à per fuoco 0 è omhilicale o modu'arc, -rosse di rotazione 
della superficie recipn ca è la retta reciproca della direilrice cor- 
rispondente al fuoco dato. Quindi prendendo due punti qualunque 
H, ir di questa direttrice, e segnando i corrispondenti piani reci- 
proci, 0 sia polari rispetto alla sfera che à per centro il fuoco 0. 
Fintersezione di delti piani sarà l’asse di rotazione. Ora poiché la 
direttrice è perpendicolare al piano della foca'e : e la eotigìungente 
il suo piede col fuoco corrispondente é normale della focaie iu que- 
sto fuoco (n.® 349', cosi il piano condotto per la direUi ice e pel detto 
fuoco 0 è perpendicolare alla tangente in questo punto; inoltre le 
congiungenti Oli. OH' cadono evidentemente, in questo piano, e i 
piani ad esse pcrpcndieo'ari risultano parrllcli a detta tan?enie ; 
laonde la loro intersi zinne, cioè t asse di rotazione é parallelo alla 
tangente la focale nel fuoco 0. 
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419. Partendo dai precedenti principi, si possono dalie proprietà 
d’una superficie di rotazione derivare quelle relative a una superficie 
di 2'*gr. qualunque rispetto al fuoco c alla corrispondente direllri* 
ce, essendo quella superficie reciproca di questa. Per darne un esem- 
pio porremo il seguente noto teorema : il cono circoscrillo a vna 
superficie di 2® gr. di rotazione, e che à il suo verlùc (V) sulVatse 
di rotazione (OV) è anch'esso di rotazione, intorno allo stesso as- 
se. Or da questo teorema ne dedurremo uno corrispondente per una 
superficie di 2® gr. qualunque. 

In fatti sia F un fuoco d'una supe. di 2® gr. S, e sia D la direttrice 
corrispondente di quel fuoco: prendendo F per centro polare, la su- 
perficie reciproca S' sarà di rotazione, il cui asse OV' sarà corrispon- 
dente della direttrice D (n.®pre.). Sia V' un punto qualunque di que- 
st’asse; si circoscriva ad S' il cono C' che à per vertice V',e sia L' la 
linea dc’conlalti. Poieliò V è un punto dell'asse OV della superficie S', 
esso avrà per corrispondente nella superficie S un piano P che passa 
per la direttrice D ; sia L la linea d'intersezione di questo piano con 
la superficie , i punti di questa curva corrisponderanno aipiani 
tangenti il cono C' : e se si circoscrive alla superili ie S un cono, la 
cui linea de’ contalli sia L, il vertice V di questo cono sarà corri- 
spondente del piano della linea L' ; nel Icmpo stesso questo punto 
V è il polo del piano P. Ora i piani tangenti il cono C fanno col 
piano della base L' cuslanUmenle lo stesso angolo, quindi se si 
descrive il cono C che à per vertice il fuoco F e per direttrice la li- 
nea L, i lati di questo cono formeranno costantemente lo stesso 
angolo con la retta che eongiunge il fuoco col polo V del piano P 
della sezione L : quindi cotesto cono è, di rotazione intorno all’asse 
FV fn.® 416, 1®). e questa iella è perpendicolare al piano che passa 
per F c per la direttrice D (n.® 416, 2°) perchè il punto V corrispon- 
de al piano delle base del cono C', c la direttrice corrisponde all’as- 
se V'O di questo cono, il quale asse è perpendicolare alla base. Per- 
tanto dal soprascritto teorema si deriva il seguente: in una super/i- 
eie di 2“ gr. , il cono, che à per vertice un fuoco e per direttrice 
la sezione prodotta da un piano che passa per la direttrice cor- 
rispondente, è di rotazione ; il suo asse è la congiungente il fuo- 
co col polo della sezione, ed è perpendicolare al piano che passa 
pel fuoco e per la direttrice. 

Dopo aver dichiaralo il precedente esempio sarà agevole accertarsi 
della verità delle proposizioni seguenti, i cui cnunziaii scritti nella 
colonna a dritta si riferiscono a una superficie di 2" gr. qualunque 
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c son derivali da quelli segnali nella colonna a sinistra, i quali si ri- 
feriscono a una supcrOcie di rotazione (Salhoiv, Op. cit. pag. 127). 


Qualunque piano tangente è 
perpcndicolareal meridiano con- 
dotto pel punto di rontatto. 


Il piano polare d’un punto è 
perpendicolare al meridiano che 
passa per quel punto. 


Due rette coniugale son tali, 
che i piani che le congiungono 
col. fuoco sono ad angolo retto. 

Se un cono è cìrt uscrilloa una 
superfìcie di rotazione, un piano 
principale passa pel vertice c per 
l’asse, un altro è parallelo al pia- 
no della linea de' contatti. 


Il cono, che à per vertice un 
fuoco e per base una sezione pia- 
na qualunque, ò di rotazione. 


Rubini. Geometria Analilica 


La congiungente un fuoco con 
un punto qualunque della super- 
ficie è perpendicolare alla con- 
giungcnte il fuoco col punto in 
cui il corrispondente piano tan- 
gente è incontrato dalla direttrice. 

La congìungente un fuoco con 
un punto qualunque 6 perpendi- 
colare alla congiungente il fuoco 
col punto in cui il corrisponden- 
te piano potare di quel primo pun- 
to incontra la direttrice. 

Due rette coniugate incontrano 
un piano, dondolio per una dircl- 
Irice parallelamente ad un piano 
ciclico, in due ponti che sollcn- 
dono un angolo retto al fuoco. 

Il cono che /I per ba.se una se- 
zione piana qualunque della su- 
perfìcie, e per vertice un fuoco, 
à per uno degli assi la congiun- 
gente il fuoco col polo del piano, 
e un altro asse 6 la rongiungenle 
il fuoco col punto d'incontro del- 
lo stesso piano con la direttrice. 

Il cono , che à per vertice un 
fuoco e per base la sezione fatta 
in un tono tangente da un piano 
condotto per la direttrice corri- 
spondente a quel fuoco, paralle- 
lamente a un piano ciclico, è di 
rotazione. 


18 
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CAPITOLO vili. 

COOHDIHATE QUADRIPLANABI E TETBAEDU.IIE. — Ql ESTIUHI DIVERSE. 

ART. I. 


Coordlaate quadriplanarl e (elraeilrlche. 


420. La posizione d'un punto nello spazio può essere determinata 
dandone le distanze x, y, z, v da 
quattro piani, che scambievolmente 
si tagliano, c formano un tetraedro 
A,A,AjA,. che si dice fondamen- 
tale. Ma delle coordinate non sono 
indipendenti ; imperocché dinotando 
con n, , Oj , Oj , a, le facce del te- 
traedro, opposte rispettivamente ai 
vertici A, . Aj, A,, A*; con Vii volu- 
me del tetraedro; e supponendo es- 
sere X, y, z, V rispcttiv.'imento le distanze datle facce Of , Ut < > <^0 

si ò algebricamente, com'è chiaro. 



0) OiX+ajiy-i-OjZ+Oji-S V. 

1 segni de' termini del primo membro saranno quali ora si vedo- 
no, cioè lutti positivi, se il punto (xyzv) cade neirintcrno del te- 
traedro ; imperocché supporremo una coordinata positiva, quando 
il punto corrispondente é neirintcrno del tetraedro, 0 quando si tro- 
va, rispetto alla faccia alla quale la coordinata si riferisce, dalla stcs. 
sa parte d’un punto interno. Secondo questa convenzione é agevole 
determinare i segni de’ termini nella condizione (1), quando il pun- 
to (jnjzv) é fuori del tetraedro fondumcnUde. 

421. Le coordinate X, 1 /, s, r si dicono quadriplanari. e l’e- 
quazione d’un piano, in questo sistema, é la seguente (.^1,122) : 


(2) l,x Iji/ + l^z + l^v = 0 , 

in imi . l. {,, sono quattro costanti dipendenti dalla posizione 
del piano rispetto al tetraedro fimdumcntalo. 

422. Volendo la Iracc’a del piano sojira uno de’ piani coordinali, 
basta netrequazinne (2) porre eguale a zero la coordinata corrispoa- 
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dente n questo piano : così vuleudo ìa traccia PQ sul piano A,AjA, 
bisogni'rà porre nella (2) v=o, c si à per equazioni di detta traccia 

(3J i; = 0 , /,a; + Itj/ + = o. 

Questa seconda equazione da s' sola rappresenta la retta PQ quan- 
do si riferisce al triangolo fondamentale AjAjAj. Il punto P in coi 
essa incontra lo spigolo A,A« 6 pure il punto in cui il piano (2) in- 
contra questo spigolo ; e però volendo determinare questo punto 
bisognerà nella seconda (3) porre z— o, o ciò die 6 lo stesso biso- 
gnerà nell'equazione (2) po-rc a un l inpo u = o. 2 = 0 ; sì che le 
equazioni di quel punto P sono le seguenti : 

(4) r = 0 , 2 = 0 , l,ac + (^ = 0 . 

Volendo delemiinare le coordinate x, y di detto punto, converrà 
porre r= 2 =o nella (1), il che dà 

(5) a,x -f- 0,2/ = 3 F , 

e quindi combinare quest’equazione con la seconda (4), con che si 
ù per le chieste coordinate 

zf t - 3 VI, _ _ 3 VI, 

^ ^ o,i,-<,o, ’ ^ o,t,-l,a, ’ 

423. Le costanti l,, It, h, h possono essere espresse in funzio- 
ne delle facce del tetraedro fondamentale e delle perpendicolati 
condotte dèi vcrti' i di questo tetraedro sul piano. In fatti dalla se- 

l V PR 

ronda (4), e indipendenlemenle dal segno, si à -p = , es- 

^2 X s O 

scndo PR perpendicolare alla faccia 0 ,, e PS perpen icolare alla 
faccia a,. Ora se per R si conduce RII' perpendicolare ad A, A,, e 
si congiunge PR' , sarà PRR' un triango o rettangolo in R, c l'angolo 
RR'P misurerà il diedro (a,, a^) : similmente A,R'P sarà un trian- 
golo rettangolo in R', onde avremo 

2 / = PR'sen (u,. a,) = A,Psen (a,, a^) sen A, A, A,: 

con un ragionamento analogo si trova 

x = A,Psen (a,, a*) sen A,A,Aj, e quindi 

l, _ A,Psenf«, , o,)senA,A,Aj 
~ A,P sen(a, , a*) seiiA,A,Aj ‘ 

Posto ciò, dai punti A, . A, si conducano le perpendicolari p, , p, 
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al piano dato ; è chiaro che, essendo PQ la Iran ia di questo piano, 
si à A, P : AiP = ]), : p,; inoltre sen(o, , a^): sen(a,,ii 4 ) = 
san AjAjA^ • scn A|AjA^ , scii A^AjA^ • scn A|AjAj — A^A., . A|A^ . 
e in fine A, A, sen A,AjAj : A,Aj sen A, AjAj = a, : a,, quindi in vir- 
tù di queste relazioni hi forraola superiore diviene /, : 

da CUI — ^ ^ : c in genera e 

«iPi «iPi 

(i) .ll_ = J?_ = A = , 

a,j>, (itPt 

t ssendo /i,, p^ le perpciulieolari coudutte dagli altri due vertici A,, 
A, sulto stesso piano dato. Pcrtaolo secuudo le (7), l’equazione (2) 
uel piano prende la rurnia 

(8) o,p,® -f a,p,y + OjpjZ -t- OjP»v = o. 

Le perpendicolari p,, p,, pj, p 4 si dicono coordinate del 
p iano. 

424. Se il piano è all'infinito, p<=Pi=Ps=P 4 ) si che l equazione 
d'un piano alHnfinUo è 

(9) a,x + Utif -I- OjZ -f tttV = 0. 

Ma dinotando con a, , s,, s,, s^le perpendicolari condotte dui ver- 
tici A, , A,, Aj, A 4 sulle facce rispettivamente opposte, si à 

(10) ««8| = fltSl = “j8j = 04?4 = 3 V , 

onde Vequazionc del piano aU'infinUo può essere scritta così : 


(H) 


X y 

— -f — 

8| 8j 


+ 



0 . 


425. Se poniamo 


^ ^ 3V“s," *’ 3V”s,“ *’ 3V~8,“ *’ 3V“s*“ *’ 

l'equazione (8) del piano può prendere benanche una delle due for- 
me seguenti : 


(13) 

(U) 

42G. Dopo ciò 


Pi Pi Ps P4 


X,x -f X,y -t- X,z + 'k^v = 0 . 
è agevole trovare l'equazione d'un piano che pas- 
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sa per unpunlo (x,y,z,v,) ; imperocché, supposto l’equazione gene- 
rale del piano essere la (2), allora ragionando come al n.° 89, quella 
del piano che passa pel punto (x, y, z, e,) sarà 

I, (x-x,) + 1, (y-y,) + i, (z-z,) + 1^ (v-v,) = o. 

421. Similmente, seguendo un ragionamento analogo a quello del 
n.“ 94, si trova ì'equaziow d'un piano che passa per Ire punti 
('i y« Zi 'i)> (*i >1 Zi V,), (x, j-j Z;, Vj) es.-er la spyitenlc : 

A,x + I},y + C,z + lJ,v = 0 , 

ove A,, B,, C,, /), sono i quattro determinanti della malriee 
X, y, -, i», 

X, l/j z, I-, . 

I/j "3 

428. Trovare i coseni degli angoli che un piano fa culle facce 
del tetraedro fondamentale. 

Primamente stabiliremo che l'angolo, che un dato piano fa con 
una faccia del lelraedro, è quello che formano le due perpendi- 
colari condotte dal vertice opposto a qucsla faccia Cuna su que- 
sta faccia medciiina, e l'altra sul dato piano. 

Posto ciò, dinoti P il piano dato; dal vertice A, si conduca la per- 
pendicolare p, a questo piano, c la perpendicolare s, sulla faccia a, 
opposta ad A, ; secondo la dcllnizionc l’angolo dì queste perpendi- 
colari sarà quello che il piano P fa con la faccia a,. Sia 0 il punto 
in cui la perpendicolare s, incontra questa faccia, e conduciamo per 
0 un piano P' parallelo al dato P, c sìa OR la traccia di P' sulla fac- 
cia a,. In fine dui vertici A,, A,, A ^ conduciamo al p ano dato P le 
perpendicolari Px, Ps, Pi, le quali si prolunghino, se occorra, sino 
a incontrare il piano P' rispettivamente in Q, , Q, , Q^, e dinotiamo 
con g,, gj, g* queste distanze AjOi, AjQj, AtQ* del piano P' dai 
vertici A,, A,, A*. Si prolunghi parimente se occorra la perpendi- 
colare p, sino u incontrare il piano 1" in un punto Q, , e si congiun- 
ga OQ, : sarà A,0Q, un triangolo rettangolo in Q, , il quale dà A,Q, 
=g,=A,0 cosA,OQ,,=s, a,, essendo a, il coseno dell'angolo A, OQ,, 
che è quello del piano P con la faccia a, , come sopra. Ora, qua- 
lunque sia la posizione del piano P rispetto al tetraedro , è agevole 
scorgere che, avendo riguardo ai segni delle perpendicolari, si à 

(15) 8, a, = p,-Pt + qx = P,-Ps + q, = Pi-Px + <h- 

Dinotiamo con hx, /i;,, h^ le disianze del punio 0 dai tre Iati 
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A3A4 , A,\j, A,Aj della faccia «, , in cui 0 si trova, e niollipli andò 
la prima (lo) per /i, AjA,. la seci n !a |ìcr /i.A,A,, e la terza per 
/ijAjA, , sommando i risuliamcnli 0 i.sservondo che fijA3A,+/i.A«A, 
+/i«A,Aj= 2 lri. A.AjAj, avremo 

(a) 2lri AjAjA 4 g,a, = 2lri.A|A3A4 p, — /i,pj AjA, — hjpj AjA, 

— h^p^ AjAj+/Ij9j AjA^+hj^ij AjAj* 

ma /i,gj A,A,-r h,q, AjA,=o(*), quindi sosliluendo s'uvrà 

2Ui.A4A,A48,a, z:. 2lri.A,A,A4 p, - /i,p,A,, V.-Zy-jA, Aj-Zi^p^AjA, ; 
inollre tri.AjAjAjS, =lri.A,A3A4Sj=lri. A,AjAjS3=lri.A,A,A3S4, quin- 
di dividendo per 2 tri. A, A3A4 la prcetdeiilB (a), lei, cado presemi 
queste re'azioni, c osservando clic 2lri. A,A3A, = l.,A4Zij: cos(a,,o,,, 
2 iri.A,A,A«=/i, : cos (a„ a^), 2tri.A,A,A3 = A,A3 : cos(a,. a,), 
uvromo 


(16) cos(a„a.)- '^cos(a,. 03 )- cos (o„ a^). 

Similmcnle avremo 


Pa. 


T"'?" co'(a„03)-^^ cos(a„03)-^‘ cos{at,a,\ 

Sf 5| S* 

«S = ^ cos(a„a3)-^ cos(a„«3)-^ cos(r(3.04), 

by Sf 5| 8* 

cosia^.Ut)-^ cos{a^.a^), 

essendo (z,. 03 , « 4 , i coseni degli angoli che lo stesso piano P forma 
con le altre tre facce aj,aj,tt 4 . 

429. Osserviamo che il punto Q, in cui la perpendicolare p, in- 
contra il piano dato, ù per coordinate p,a,-s,, p,o,, PiO,, Pia 4 , e 
queste devono soddisfare l' e ]uazione 

(12) — X -I- -^i/-l- — 2 -t- — t) = 0 (n.® 425) 

S| S« 84 


(*) tn falli le h 2 ,h,.l^^ sono le coordinale trilineari del punto 0 rispetto 
al triangolo AiA,A 4 , c la reità OR clic passa per quel punto può mellersi 
sotto Infoimi q^^,^^x+q,^^^iy+q^^^\^ = o, seguendo un ragionamento 
analogo a quello del n. 423 del lesto. 
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del piano P, onde avremo 

— fi ^ ^ (j’onde risulta 

8 | $2 8 * 8 ^ 


Pi«i , Pi«* . Pj«.i , P*«» _ , 

1 f* + I j 

8i 8j 8j S^ 

e ponendo per a,,a„aj,a, i loro valori (16) e (11) si à una relazio* 
nc, che in compendio à la seguente forma: 


(18) 



E 


— cos(o,,a,) = l. 

8, 8j 


Quindi moltiplicando le(16)e(11) rispeUivamente per — , ec., 

8, 8j 

sommando i risultamenti, e lenendo presente questa relazione (IB), 
s' ottiene 


(19) 


Pi _ , Ps _ I Po » j. P‘ 
— a, + — 0,+ — a, + — 


a* = l. 


430. Siccome dnll'equazione del piano sotto la forma (13) si pas- 

D 

sa all’ altro della forma (14), ponendo X,, cc. in luogo di ec. , 

*>’i 

così facendo queste sostituzioni nelle (16), (11), (18), (19) si anno 
le formolo analoghe relative al piano, la cui equazione è la (14), c 
le X anno i valori (12); queste formolo sono le seguenti : 


! a,=X,-X,cos(a„o,)-X3f'os(a,.Oj1-X,cos(o,,a,), 
a,=Xi-X,cos(d, aj)-X3C05(Oi,rta)-X*(’os(rjj a,), 
aj=X3-X,cos(ai,a3)-X,cos(a„aj)-XjCOs(aj,a,), 
a,=Xa— X,oos(o„o*)— Xjcos(o 3 ,a 4 )— X,coa(o*,a,), 


( 21 ) 


2XJ-22X,Xj cos(a,,o,)=l, aiXi+ajXi+ajXj+ajXj-l. 


Se nella prima (21) si rimettono per le X i loro valori (13), ,m (i 

( 22) 21a,ajp,j),' ccs(o, ,n,)=9 V*. 

431. Osserviamo ora che dinotando con p il comum- valore dei 
rapporti (li, c qumdi paragonanio con le forinole (12) si dedurc 


( 23 ) 
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e ponendo questi valori nelle (18) si trae 

3rp=2t,*-22l,l,ros(«|a,). 

laonde in virtù delle relazioni (23) si vede che per passare dall' e- 
quazione del piano sotto la forma 

(2) l,x+l{y+liZ+l^ 0 = 0 air altra 

(U) X,x+X,y+Xj::+X*o = 0, 

in cui le X anno i valori (23), basterà dividere le l per la funzione 

(21) Q = cos(«,.tt,) ; 

e per passare da una formola espressa in funzione delle X a un'altra 
espressa in funzione delle l, basterà moltiplicare quella formola per 
Q. Cosi per avere le espressioni de' coseni a, quando l’equazione 
del piano è dala sotlo la forma (2), basterà moltiplicare per Q le (20) 
il che dà 



Oa, = IJ-lì cos(a, , cos(o,, cos(a^,a,), 

0*, = I*-l J cos(a, . o,)-l * cos(aj , Oj)-fJ cos(o, , a,» , 
= cos(a,, Oj)-!,* cos(a, , Oj)-!^ cos(«t, Oj), 
Qat = IJ-JJ ros(ch . n«)-l5 cos(a 3 , a,)-l J cos(o, , o,). 


432. Trovare la lunghezza della perpendicolare condona da 
un punto sopra un piano. 

Supponiamo l'equazione del piano dato essere la (13), o vero 


3V 


x + 


3V 


y + 


Pj“.i . 
3V 



0 , 


c sia p la lunghezza della perpendicolare condotta su questo piano 
dal punto (m, y, s, f,l. L'equazione del piano che passa per questo 
punto ed è parallelo al dato sarà, com’è chiaro , 

(Pi-P) «I „ , (P4-P’> «1 „ (Pz.-P) 7 4. = n : 

~3V~ W~-' 3V ^ 3V 


e poiché le coordinate x, . y ^ , , n, devono soddisfare quest equa- 

zione avremo 




3V 


X, + 


3V 


(P.i-P) - , (Pi-P) .. . 

•— 1 ^-,+ 3 “ ’-i 
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da quest'equazione, osservando che 

a,®, + 0 , 1 /, + OjZ, + 0 , 1 ), = 3 K , 
e tenendo presenti le (12), si trac 

(26) p = ^i®i + ^i3/i + T X,t), ; 

c se l'equazione del piano è la (2), si à, secondo il n.” 431 , 

( 27 ) p = ^ 1^1 ^«^1 

\/lJf-22;t,t,cos(o, , o,) 

Se nella (26) si rimettono in luogo delle X le loro espressioni (12) 
ne risulta 

(28) 3Fp = a,p,x,+«,p,i/,+f(jP,z,+a,p,t),. 

433. '[rotare le condizioni perchè due piani 

(29) l,x+l,y+l 3 Z+l,v=o . rx+l"y+rz+l''v = 0 
sieno parali' ti. 

Questi pi-ini saranno paralleli se si tagliano aU'inflniio, o vero se 
la loro intersezione è comune ancora al piano aH'inQnito (n.” 424) 

(9) o,x+o,i/ 4 -o, 2 +o,t) = 0 ; 

laonde quest'equazione e le due precedenti devono essere verificate 
simultaneamente da infiniti sistemi di valori di x, y, z, v. Pertanto, 
moltiplicando la prima (29) per un'indeterminata h, e la seconda 
per un'altra indeterminata h', e sommando i risultamenti con la (9), 
avremo una nuova equazione 

{hlf-hjl'l' 4-fl|)x + (W,+/t'l"+Oj) 1/ 1 

+ (/ilj+h'r+Oj) 2 + {M^+h'l"+a,) 1) 1 ~ ° ’ 
la quale devesi benanche verificare per un infinito numero di siste- 
mi di valori di x, y, z, v, c però dev'essere 

hl,+h'V - 1 - 0 , = 0 , hlt+h'l" +a^ = o , 
a, = 0 , hi, ■^h'^+a^ = o : 

eliminando h, h' da queste equazioni si anno le condizioni richie- 
ste ; c per fare più semplicemente quest'eliminazione si divida la 
prima equazione per a, , la seconda per cr, , la terza per a, , la quar- 
ta per a, , e si sottraggano le equazioni risultanti, cioè la seconda 
dalla prima, la terza dalla seconda, la quarta dalla terza ; d'onde si 
Rroiat, Ceomelna iinaiitica 29 
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dedurranno Ire «alori per h : k' , i quali dovendo essere uguali dòn- 
no le cliipste condizioni così espresse : 


(30) 


^.1^3 " ^1^4 

l'o,— r'flj ~ roj-roj i"a, ’ 


le (juali mercè le (10) possono essere scritte benanche così; 

nO'l 1|S;— S|l; _ IjS,,— Sjl,, _ I jSf — 

'■ ^ l'sj - s,t" “ rs 3 -s,r" “ i'\ - Sji" ■ 

434. Trovare k cqtmzioni della retta. 

Sia (x, y, z, u,) un punto particolare della retta, e sia r la di- 
stanza tra questo punto e un punto \ ariabile (xyzv) della stessa ret- 
ta. Dinotando con ;jlj, [Xj, [jl, i coseni degli angoli die essa 
fa rispellivamcnle con le normali alle facce a, , a,, a,, a,, è chia- 
ro che sarà 


(31) 


■T-a:, 

1^1 



V — t', 
1*4 


= r , 0 pure 


p.}. — ■[ Ih — " ~ — 

' “ ai, ~ VK ~ nis m, ’ 

purché in, , m^, ni., sieno prop rzionali ai coseni Pi ,lZi, iZj iIAiI 
queste equazioni o le (31) rappresenteranno la retia (ixiixiix;!!*). 

433. É da notare che le costanti vi, o le |x non sono tra loro in- 
dipendenti ; in fatti si à 

a,x -t- a,y -|- o,z + «/j = 3 K , «,x, + a^y, -|- o,;: + n,u = 3F ,, 
c quindi 

(33) a, (x-x,) -r «4 (y-y,) -h «3 (“-“i) + = o , 

onde, in virili delle (31) o delle (32), sarà 
(34i a,m, -f n^m. -f a.vi. -F a^Vl, = o, o pure 

(33) a,'j., +a,n, + a,ix. -h o^l^, =o. 

436. Con queste condizione si può d moslrare che due qualunque 
delle tre equazioni (32) possono rappresentare la retta. In fatti dal- 
le prime due (32) e tenendo presenti le (33) e (34) S' à 

^ ?/zlh - _ 

m, VI., VI, 

a,(x-x,)-FO;(,y-;/,)-f as(z-^,) _ v-v, _ 
a,m,+atnit+a,m, ~ ’ 
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quindi posili due qualunque delle equazioni (32) o delle (31), la ter- 
za ne viene di conseguenza. 

437. Trovare le condizione perchè due piani 

(.30) X,x+).,y+X.zH-).tV = 0 , À'x+X"5’+À"'z t-X"v = o 

Steno Ira loro perpendicolari. 

Sia (x,y,::,a,) un quakinque punlo del secondo piano ; la per- 
pi'iulicolaie condona da queslo punlo al primo piano avrìl evidenle- 
iiu'Uie per equazioni 

_ .V- .Vi ^ -■ - ^ = ,. 

a, a., a.T a, ’ 

essendo a,, cu, Oj, a, i coseni degli angoli che il piano (X,X,XjX,) 
fa con le facce a,, Oj, o,, a^. Ora il secondo piano (36) sarà per- 
pendicolare al primo se la prceedenle pcndicolare cade in quel se- 
condo piano, il che ù luogo se 

X'x,+X"y,+X"'s,+X‘'c, -f r (X’a,+X''aj+X'"a3-fX''aJ = o , 

ma X'x,-t-X"y,+X'"z,-(-X'\’, = o per ipolesi, quindi 

X'a, + f X'"a, + X"a, = o , 

e rimellcndo in quesrequazionc in luogo delle a i loro valori (19) 
si à per la chìesla condizione 

(.37) SX' X, - 2 S (X'Xj - X,X") cos (a, , Oj) = o. 

438. Questa semplicissima maniera di giurgere alla condizio- 
ne (37) 6 dovuta al sig. Essopr (77ie Quarlerly Journal, l. V,p. 377); 
n con ciò si à il vantaggio di aver pure, senza nuovi cah oli, l’espres- 
sionc del coseno dell’ angolo formalo dai due piani (30), ma solo 
osservando che se colesti piani sono perpendicolari dev’ essere 
cosO = 0 ; sì che rcspressionc generale di cosO dovrebbe differire 
dal primo membro (37) per un fattore costante: or questo fallorc 
non può essere che 1 , e devesi avere 

(38) cosO = ilX'X., - 2ili X'Xj - X,X") co>((t„nj), 

imperocché in questo sol modo colcsta formola (38) può dare, fo- 
nie casi particolari, le forinole (19), nelle ipo'esi che il piano 
(X'X''X'"X‘') coincida success. vamenlc con una delle farce «,,«,,03.1/,. 
Del rimanente si può trovare direllamenic la formola (38), come può 
vedersi nell’ opera già citata dei Rcv. Frost c Wolstemioi.me. .d 
trealùe on solici geomelrtj, pag. 20-')’. 
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Se i piani dati anno per equazioni rispeUive l,aH-4^+(3Z+ltV=o, 
Vx+iry+l"'z+l"v=o, 

(39) 

essendo Q la funzione (24) , c Q' una funzione analoga in 
439. Trovare il volume d' un tetraedro in funzione delle coor- 
dinate de’ vertici. 

Sieno N,(«,i/,z,r,), N,(x,y^,vO, Nj(a3,yjZ3U,) , N*(x«t/,z»U 4 ) i 
quattro vertici del tetraedro. Le quattro facce n,, iij, n,, rispet- 
tivamente opposte a questi vertici avranno per equazioni 

A^x+B^y+C^z+D^v = o, 

yt,x+B,y+C^+DiU = o, 

/IjX+Bjy+CjZ+DjU = 0, 

A^x+B^y+C^z+D^v = o, 

in cui j 4,. B, , C, , B, , sono i quattro minori della matrice 


X, y, z, u, 

Vi "3 

x^ y^ z^ 0* 


. (n.o 421 ) 


e perù non contengono x,, y, , z, , v,. Similmente /I, , Bj, C, , D, 
non contengono X, , y,, z,, v,. c cosi appresso. 

Prendasi dovunque un punto N„(Xoyo^oVo) » ie cui distanze dai 
quattro precedenti piani sieno ordinatamente x',y',z',v', e sarà 

A,x^+B,y^+C,z^+D,v„^Q,x', 
A,Xo+B,y„+C,Zo+B,v„=0,y', 

•^3®o+®3j/o+ C82 o+®s'*^o= 

/l,x.+B,y,+CjZ„+D,»„=0,t»'. 

in cui (27,431) 



(41) Q,= v'2|yiZ3V*l’‘-22:(y,Z3i'.)(x,z,i;«) cos (o, , a*) , 

e simiglianti valori ànno Qj , Q^, Qt, si che Q, non conterrà le co- 
ordinate x,, y,. z, , V,, e cosi appresso. Inoltre chiamando V il 
volume del tetraedro N.NjNjN*, n, , n, , Uj , n^ le sue facce, e 
osservando che x, , x, , x, , x, sono le perpendicolari condotte dai 
vertici N, , N,, N., sulla faccia a,, e che x, è la distanza del 
punto No dalla stessa faccia, ne segue che, prendendo N,N,NjN 4 co- 
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me tetraedro fondamentale, l’ equazione di delta faccia rispetto a 
questo tetraedro è 

n,a:,x+7i^j2/+ji3X3::+Ti4a;,i) = o; 

ed essendo x',y',z',v' le coordinale del punto No rispetto allo stes- 
so tetraedro, la distanza x„, secondo la ( 28 ), 6 dala dalla forniola 

( 42 ) ZV^Xo=n,x^x'+nJXty'+niX 3 z'+n^x^v'•. 

ma dalle ( 40 ) si à 

lA,B,CjD*|Xo=(?|X' com.alg./t,+ (?j))'com.alg./l, 

+ QiZ' com.alg.yl3-f(?,t' com.alg./l,, 
e poiché |j|,B,CjZ)J=lx,i/5Z3r,|*, com.alg.A,=x,|x,XiZ3r,P, ec. 
( E. A. n.* 613 ), così quest’ equazione diviene 

\x,yt:^iV^\x„=Q,x,x'+Q^,y'+Q.XiZ'+Q^x^v', 
e dal paragone di quest'equazione con l' altra ( 42 ) risulta 

aS) 3 V, _ 7 t, . 

'• Q, Qt Qi (?. 


ora ciascuno di questi rapporti è uguale a una costante k, imperoc- 
ché il valore della faccia Ji,, p. e., è funzione delle coordinale dei 
suoi tre vertici N,(Xj7/jZjI'j), ^^(x^y^z^v^), e perciò è 

indipendente da X,, 2/,, :ii, V,; ina anche Q, è indipendente da 
queste coordinale, quindi il rapporto ?i, ; Q, , c cosi ogni altro dei 
superiori rapporti è costante; laonde sarà 

( 44 ) 3 V,=fclx,jyj- 3 uJ. 

Ora per determinare celesta costante, supponiamo che il tetrae- 
dro dato sia lo stesso fondamentale A,AjAjA,, e perciò V,= V; in tal 
caso le coordinate de’ vertici A,, A,, ec. essendo le loro stesse 
altezze s,, s,, ec., la formale precedente diviene 


31’=fc 


,S, 0 0 0 
0 8 , 0 0 
0 0 83 0 

0 0 0 8 , 


j= k 81,83838,, d’ onde 


3 V 3 V _ (i,a^n.a^ 

8,8,8, 8 « ~ ^ . 3 V' ~ (.1 \y ■ 

(I I rtj rtj 
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e la (4i) diviene 
(45) 

Nel tempo stesso in \irlii di questa formola e deli’ altra (41) si à 
dalla prima equazione (43j 

”«= '/21l/i=jX>4l*-2 i:|'/ 8 iati 4 ||xj=ji) 4 | cos{(f,,ai). 


La formola (45) serve per calcolare il volume d’ un tetraedro, o 
la (46) la superficie d'un triangolo, coi osccndonc le coordinate dei 
vertici (Esson. Op. cit.). 

440. Trovar); la disianza p fra due punti .V, (ziy,z,v,), cd 
J»/,(x,y.z,v,). 

Dai punti s'abbassino lo lispettivc ordinale M,P,=a:, , 

5IiPj=a:, sulla faccia a,: è chiaro clic 
P,Pj è la projezione di p su questa 
faccia, c che pòi’ ipolenusa d' un tri- 
angolo relUingolo, di cui un cateto ò 
una ro'ta condona per uno de’ punti 
31, , .Mj pcrpcndicolarmenle sulf ordi- 
nata Xj 0 X, dell' atiro, oit è uguale a 
P,t’j; l’altro cateto ò la dilTercnza di 
queste ordinate, sì che 

(47) p*=(x,-X8)+P,ì^\ 

L’ espressione di P,Pi può essere agevolmente trovala, riferen- 
do i punti P, , Pj al triangolo AjAjA, in cui si trovano, e perciò e 
d’uopo calcolarne le coordinate trilineari, il che s' ottiene come se- 
gue: si conduca per 31,P,un piano perpendicolare allo spigolo AjA, 
del tetraedro fondamentale, e sia T il punto in cui incontra questo 
lato; sarà P,T perpendicolare ad AjA, una delle coordinate trili- 
neari di P,. Dal punto M, si conduca l' ordinata M,S,=n, sulla fac- 
cia a,, e quesUi perpendicolare cadrà iicl piano M,P,T: si con- 
giunga S,T che starà nella faccia n, ; dal punto P, si conduca P,U 
perpendicolare iid S,T, e sarà P,U parallela ad 3I|S,; finalmente 
si conduca M,V perpendicolare a P,U c perciò parallela ad S, T. 
Osservando che l’ angolo M,P,U 6 uguale all’ angedo delle due fac- 
ce a, , a, , il quale è misuralo dall'angolo S,T,P, e osservan- 
do ancora che i due triangoli M, P, V, P,TU sono rettangoli. 
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ivremo: P,U=UV+VP,-S,M,+M,P, cosVP,M, =t>,+x, cos(a, , o,), 

TP = P,U _ r,+x , co s(g, , a^). 

' sc'iiUTI’, seii{«, ,0,) 

Operando siniilmenlc rispello agli altri spigoli AjA^ , A,A, , Iro- 
\ creino clic le coordinate di P, e P, rispello al triangolo A^AjA, 
sono rispcltivamenfe 

1/,4-x, cosfn, , o,) ;:,+x, cosfn, , o,) ii|+x, cos(n| , a,) 

sen(a,, 0,1 ’ sen(a, ,0j) ’ sen(a, ,a,) ’ 

2 /,+Xj cos(5^<^) Zf+X j cos((7, , (Tj) r,4-x, cos(fl| , a^) 
sen(a, ,«j) ’ scn(a,,ti 3 ) ’ sen(o, , «i,) ’ 

e per conseguenza, secondo la forinola (d, ilt, p. p. ), l’espres- 
sione di P,l'j risulterà delia forma 

X t* -j- 1- Xj 1) -f Xj /, Ij -r X| 4” Xj tj d" Xg Ij fj , 

avendo messo per scmpiicilà 

I i 8 ) fi=x,— Xj. fj— J/i“ ?/j> 

quindi, secondo la formula (H), anche p* sarà una funzione alge- 
brica di (J, ec. E poiché 

o,x,+aj 7 y,-fn.z,-f(i,i ',=3 V, 03::,-I-O40,=3 V, 

nt remo 

0 vero n,(,=— a^lj— Oj!,, e per consc^-uenza il quadralo tj sarà 
una funzione di prodolii l,lj, f,!, , ce. ; onde in line la forma di p* 
sarà la segucn e : 

(?) p — , 

c si Irallerà di dclcnninarc le sei cosinoli n,, cc. indipendenti 
da I,, L, ec. Qiicsla forinola dovendo aver luogo qualunque sieno 

1 punii M, , Mj, supporremo che questi fossero i verlici 


/•3P \ 

. / 34 \ 

J 

p 

o 

© 

, Al ( 0, — , 0, 0 ) 

\rt, / 

V (ij / 


c m 


3 V 3 V 

lai caso le (48) dànno l, = — , tj=t,= o , sì che 

a, Oj 

la (p) diviene A,Aj=-^^^ , d’onde 

a,Oi 


n,=- 


97 * 


-AtA,. 
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Simili espressioni si ànno per .'i,, n, , cc., facendo la slessa ap- 
plicazione ai rimanenti spìgoli del telradro, e cosi risulla finalmen- 
te (rimellendo per (, , 1^, cc. la differenza, x,-x,, cc.) 

(IO) f*= — S 

il che bisognava trovare. 

ili. Tenendo presenti le formole (31) ricaviamo da questa (49) 
la seguente relazione ; 

(SO' S pL,lAja,aiA,Aj=9V‘, 

tra i coseni degli angoli formali da una retta con le perpendicolari 
alle facce del tetraedro fondamcniale; i quali angoli sono comple- 
mentari di quelli che la stessa retia forma con le dette facce. E poi- 
ché pe' mcdcsinii angoli à pur lungo la relazione (23, 433), cosi si 
vede che de’quatlro angoli che una retta fa con le quattro facce del 
tetraedro fondamcniale, due soltanto sono arbitrarli. 

442. CouRDi.vATB TETRAEDRICHE. — Se x,y,z,v sooo Ic Coordi- 
nate quadripìaiiari d‘ un punto SI, abbiamo 

(51) a,x=3V,, a,2/=:3Vj, , o,t=3V’,, 

in cui V',, V,, cc. sono i volumi de’ tetraedri che ànno per vertice 
SI c per basi le facce Oi^AjAjA, , o,=A,AjA, cc. del tetraedro fon- 
damentale. Ora se s, t, v, w sono quattro nuove quantità connesse 
con le x,y,z,v mercè le relazioni 
(32) a,x-3Vs, a,y==3Vt, 0jZ=3Vit, n,u— 3fw, 
si potranno le considerare come coordinate dello stesso 

punto M, vale a dire come quanlilà che servono a determinare la 
posizione di questo punto nello spazio. In fatti secondo le (51) 

(52) si à 



e per dclerminarc il punto (sluw) si Irallerà assegnare nello spa- 
zio un punto tale M, che i volumi de' tetraedri parziali MA,AjA(, 
MA,.\jA, serbino al tetraedro fondamentale A, A, AjA, dati rappor- 
ti, c questo problema ammette sempre una soluzione. Però 6 d' uo- 
po osservare che questi quattro rapporti non possono esser presi 
tutti arbitrariamente, essendo elio se i valori (52) si sostituiscono 
nella (I) risulta 

(53) s + H-ti-t- H>= 1 . 
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Cosi poniamo che vogliasi determinare quel punto M per cui 
s=:0,S; 1=0,13; it=0,23, allora per la precedente relazione sarà 
w=-0,3. Posto ciò, essendo 0,5 il rapporto de'due tetraedri K, e F, i 
quiili anno per comune base il triangolo AjAjA, , si tratterà di la- 
gliare sull’ altezza A,P, del tetraedro fondamentale V, a partire dal 
piede P,, e verso A, una porzione P,B,=0,5 A,P, , e condurre per 
B, un piano (Q,) parallelo alla faccia A.*:, A*: su questo piano (Q,) 
starà il vertice del tetraedro parziale V^ , c quindi ancora il puntoli. 
Similmente, si condurrà l’altezza A,Pj,csi taglierà PjB, =0,15 AjPj; 
si condurrà l’altezza AjP, e si taglierà PjBj, = 0,25 AjPj ; c final- 
mente, condotta l’altezza A,Pj si taglierà P^B, = 0,5AjP4 , ma 
qui la PjBj deve cadere in opposto senso di P,Aj , essendo w ne- 
gativo. Dopo ciò pe’ punti Bj, B, , B, sì condurranno i piani (Qj), 
(O3). (Qi) paralleli rìspcttivauionte alle facce , 

AjAjAj , e questi piani insieme con l’allro (Q,) andranno a passare 
per uno stesso punto che sarà il cercato M (0,5 ; 0,"5 ; 0,25;— 0,5). 
E giova notare che sono sufficienti solo Ire di delti piani. 

Posto ciò. le quantità s,t,ii,rv si dicono coordinate tetrae- 
driche del punto li, e son conncs.se tra loro merce la relazione 
(53). Inoltre in virtù delle relazioni (52) si passa dalle coordinate 
x,y,z,v quadriplanari alle tetraedriche s,l,u,w ponendo 


(54) 


3F 3F 3F 3F 

x= — s, y= — l, z- — u, V - — w; 
a, a, Oj a^ 


sì che 6 agevole trasformare in coordinate tetraedriche le formolo 
trovate ne’ numeri precedenti in coordinate quadriplanari, il che 
lasciamo a cura dello studiarne. 

443. L’equazione del piano in coordinale quadriplanari , 0 pure 
tetraedriche è di 1“ grado. Similmente un’equazione di 2" grado 
(53) CKC*+òj/*-f-cz*+du*+2 {cyz+fxz+gxy+hxv+iyv+kzv)=o 
non può rappresentare altrimente che una superficie di questo gra- 
do riferita a coordinale cartesiane; imperocché si può mostrare, in 
una maniera analoga g quella tenuta nel n.° 864 della p. p., che le 
coordinate cartesiane sono un caso particolare delle quadriplanari, 
c propriamente quello in cui uno de’ quattro piani a cui si riferisco- 
no i punti dello spazio passa airinflnito ; nò questo passaggio, com’è 
chiaro, può modificare la forma della superficie. Del rimanente se 
la (55) si combina con le equazioni 

x-x, _ y-y, _ z-Zt _ v-v, 

V-ì ih \h 
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appartenenti alla reità che passa pel punto (x, y, z, r,), e si elimi- 
nano le coordinate x, y, z, v s'otlicnc un’equazione di 2® gr. in p , 
la quale per conseguenza indica che la superQcic rappresentata dal- 
la (55) non può essere incontrala da una retta in più di due punii, 
e questa proprietà 6 esclusiva di quelle supcrDcie che, iu coordinale 
cartesiane, diconsi del 2” grado; d’altronde dclUi equazione contie- 
ne 9 cocnicieiiti arbilrarii, quanti sono ncccssarii a individuare una 
superficie di 2® grado (n® 160). 

4i4. In fine osserviamo che la (55) ò un’equazione omogenea , 
come omogenea è quella del piano; si che le formolo che abbiamo 
ricavale quando l’equazione deila superficie si è considerala sotto 
forma omogenea valgono benanche per l’equazione (55). 

445. Ragionando inoltre come al n.® 8SC p. p. si può trasforma- 
re la (55) in una delle due forme speciali segucnli : 

(56) a'x* -t- ò'y’ r c'z* + d'o* = o , 

(57) c'yz -i- fxz + g'xy ~ h'xv i- i'yv + k'zv = o , 

la prima delle (luali contiene i soli quadrali delle coordinale, l’allra 
contiene i prodotti. Quanto alla prima è agevole dimostrare che cia- 
scuno de’ quattro piani fondamentali x=o, y— o, z— o, i’=o è polare 
del punto d’inlcrscziooc degli altri tre rispetto alla superficie ; o in 
altri termini che ciabcun tcrlice del tetraedro fondamentale ul 
quale la superficie (56) si riferisce è, rispetto a questa superficie, 
il polo della faccia opposta; in fatti se in qucH’cquazione si fa, 
poniamo, i’=o risulta a'x *4 6'y*-i-c'z-=o ; quest’equazione, secondo 
la (30,211) è quella d’un cono, che à per vertice il punto x—y=z=o, 
ed è circoscritlo alla superficie (36), secondo una linea, che sta nel 
piano 0 - 0 . In questo caso pertanto il tetraedro fondamentale si 
dice coniugato della superficie che à per equazione la (56). 

Quanto poi aU’cquazione (51) .s’osserva che essa è verificala po- 
nendo tre qualunque delle variabili eguali a zero nel tempo stesso, 
onde la superficie passa per ciascuno de vertici del tetraedro fon- 
damentale, 0 vero la (51) è l'equazione d'una Superficie eli 2® yru- 
do circoscritta al tetraedro fvndainentute. 
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ART. II. 

^ucHiIonl «livcrsc. 

il6. Riioco^licrcmo in quc^l’artk'olo alquanlc allrc proprietà del- 
le siipcrfii'ie di 2" gr. adoperando coordinate omogenee o quadri- 
planari, che tra loro non l'ilTerisrono se non pel nome ; e useremo 
benanche quand'occorra il metodo detto abbreviato dal Salmon, e 
analogo a quello di che abbiamo fallo uso in diversi luoghi della 1* 
parte, non che in questa 2' parte. 

Pertanto, dinotamlo con x, y, z, v le coordinale omogenee o qua- 
driplanari d'un punto variabile, sieno 
V^=ax'-+by'‘+ez^-Hlv-+2 (eyz+fxz+yxy 'rhxv+iyv+kzt) = o, 
Vsa'x'+b'ìf H'z'+d'v^ t-2 {e'yz^f'xz \-g'xy ì-h’xv+i'yv-^k'zv'=o 
le equazioni di due superficie ; dinotando con k una quantità arbi- 
traria, sarà 

(1) l--i-Xr=o 

l’equazione d'una qualunque superficie di 2“ gr. che passa per l'iii- 
tersezione ( U, V ) delle due prime. 

Sieno (x, 1 /, z, t,), (Xj i/j Zj Ujt due punti, polari armonici ri- 
spetto alla superficie U e rispcUo alla V, sarà (n.“ 2.'i9 ) 

( ®, T'x, -I- y, l'y, -I- + 1 ), = 0 , 

(2> I X, + y, Fy, + z, V',^ + 1-, = o ; 

e se gli stes.si punti devono e.sserc polari armoaici anche rispetto 
alla (1) dev'essere 

^1 + y, b''y, -f "1 d- 1-, l 

+ ^ (^1 + -1 y'z, + V, f\ ) = o; 

or quest’equazione è verificala quando sono verificale le (2) ; quin 
di abbiamo i due seguenti teoremi reciproci l’uno dell’altro : 

Se due putiti sono poli armo Se due piani sono polari ar- 
nici rispetto a due superficie di monici rispetto a due superficie 
2“ gr, , saranno poli armoivci di 2” grado sono polari armo- 
rispetto a qualunque abra su- ni<-i benanche rispetto a qua- 
perfide dello stesso grado, che lunque altra suìtcrficU dello 
passa per l’ intersezione delle stesso grado , che tocca tatti i 
prime due. piani tangenti comuni alle due 

superficie date. 

■U7. E poiché è sempre possibile determinare sopra una retta 
che incontra due superficie di 2.® gr., due punti, che sieno coniu- 
gati armonici de’ due in cui la retta incontra una superficie, e dei 
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due in cui incontra V altra; così dai due teoremi precedenti seguono 
i due seguenti : 

I punii d’inlersczione d'una I piani che passano per una 
retta qualunque con un fascio stessa retta c toccano un fascio 
di superficie di 2" <jr. che pus- di superficie di 2" grado, eia- 
sano per uJKi stessa curva, for- scuna d‘ Ile quali tocca tutti i 
mano una divisione in mrolu- piani tangenti comuni a due di 
zione. tali superficie , formano un fa- 

scio di piani in involuzione. 

Per ciò le superficie racchiuse nell’equazione (I) potrebbero dir- 
si in involuzione. 

448. Il piano polare d’un punto (a3| ì/, 2 , 1 ;,) rispetto alla superli- 
cic (1 } à per equazione 

(3) xU'^^+yU'y^-\-zU'.^+vV'v^ + l{xr,^^+yr'ij^+zrz^+vV'v^)=o; 
or questo piano, sia qualunque X, passa per f intersezione dei due 

il primo de’ quali è polare dello stesso punto (a:,y,:z,Di) rispetto 
alla superficie U=o, c l’ altro rispetto alla superficie V=o, quindi si 
à il seguente teorema, c il suo reciproco: 

I piani polari d' lino stesso I poli d' uno stesso piano ri- 
plinto rispetto a un sistema di spetto a un sistema di superfi- 
superficic di 2" grado, le qua- eie di 2“ grado, le quali anno 
li passano per gli stessi 8 punti 8 piani tangenti comuni, sono 
fissi, si tagliano secondo una allogali in una retta, 
stessa retta. 

449. E poiché il polo del piano all’infinito è il centro, cosi t cen- 
tri delle superficie di 2“ grado, le quali passano per una stessa 
linea, sono allogati in una retta. 

450. Considerando l’ equazione 

P-pXV+piW=o, 

che rappresenta le superficie di 2® grado , le quali ànno 1 punti di 
comune, c ragionando come sopra, se ne traggono gli altri due 
teoremi reciproci seguenti : 

J piani polari d' tino stesso I poli d' uno stesso piano ri- 
punto rispetto a un sistema di spetto a un sistema di super- 
superficie di 2® grado, le quali fide di 2" grado, le quali ànno 
ànno 7 punti fissi di comune , 7 piatii tangenli di comune, so- 
passano per uno stesso punto, no situali in uno stesso piano. 

431. Siccome i piani polari de’ punti d’ una retta passano per la 
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polare di questa retta, così se supponiamo data una retta e presi in 
essa due punti qualunque, i corrispondenti piani polari rispetto atta 
superficie (1) saranno, secondo ia (2)^ deila forma 

P+^Q=o, P|+XQ,=o; 

il complesso di queste equazioni rappresenta la polare della retta 
data rispetto a una delle superficie (I) per un determinato valore 
di X, e però se tra dette equazioni eliminiamo X il risultamento 
sarà r equazione del luogo geometrico delle polari d' una slessa 
retta, rispetto a tutte le superficie che passano per una stessa linea, 
cioè rispetto al sistema di superficie in involuzione. Or eliminando 
X, com’ è dello, si à PQ,=QP, ; ma quest' equazione è quella d’ una 
iperboloide, quindi il luogo delle polari d'una retta fissa, rispetto 
al fascio di superficie di 2“ gr. in involuzione, è im iperboloide. 

452. Dato un piano, si prendano in esso tre punti qualunque ; le 
equazioni dei corrispondenti piani polari rispetto alle superficie (1) 
saranno della forma seguente : 

P+XQ=o, P,+X(?,=o, P,+XOj=o: 

questi piani passeranno pel polo del piano dato (n.” 264). Se da que- 
ste equazioni s'elimina X, si è il seguente sistema di equazioni : 


( 4 ) 


L-lx-h 

Q oro,' 


il quale appartiene al luogo de* poli del piano dato rispetto alle su- 
perficie del fascio (1). Ora prendendo le prime due equazioni P(>, 
—QPi, PQt=QPt, ciascuna delle quali è del 2“ grado, la loro inter- 
sezione, che è il luogo indicato, è una curva di 4® grado ; ma in que- 
sta curva va compresa benanche la retta P-o, (?-o, perchè queste 
equazioni verificano le precedenti ; d’altronde questa retta non fa 
parte dell’intersezione delle altre due superficie PQt — QPt, = 
QiPt, quindi la linea comune alle due superficie (4) o sia il sopra- 
nominato luogo è una curva del 3“ grado. Pertanto 
Il luogo de poli d'un piano II luogo del piano polare d'un 
fisso rispelio a un fascio di su- punto fisso, rispetto a un fascio 
perfide di 2® grado che passa- di superficie toccate dagli stessi 
no per gli stessi 8 punti, è una 8 piani tangenti, è una superfi- 
curva storta di 3® grado, eie la quale 6 reciproca d' una 

curva storta di 3® grado (•). 


(*) Ciò vuol dire che ad un punto, ad una rotta, ad un piano della cur- 
va corrisponde un piano, una retta, un punto della superficie. 
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45.1. Seguendo In defiiiizionc dol discriininnnle (C. A., n.® 38S; 
troveremo che quello dello (1), visi! i signilicali di c t', è il se- 
guente : 

a f la' 0 + Iq' f + '■/’ Il + ''II'' 

g hj' b + Ib' e + Xe' i + Ài' 

/■ + Àf e + Àfi' c + Àc' k + Ik' ’ 

Il + À/i' i + Ài' k + Ik' d q- À(i' ; 

che sviluppalo c ordinato secondo le polcn/e di À diviene 
(6) A 4 e À + <l> l- + (-V À’ + A' À‘ = 0 . 

in cui 


/ 

a fi f II 


a' gfh 


a' (f f II 

l A = 

g b e i 
f e c k 


g' bei 
f e c li 

II 

M 

b' e i 
f e c k 

(a) j 

h i k d 


h' i k d 


II' i' k d 



«' lì' r h [ 

a' g' r II' 

/ 



g b' c' 
/■' e' c' 1 

i 

1 , A’ = 

q' b' e' i' 
r e’ c' k' 




! h' i' k' 1 

1 

h' i' k' d' 


il segno somraalorio £ ìndica che bisogna formare col delerminanle 
A tulli i possibili delcrniinanli che avessero gli clemenli d'una ver- 
ticale come in 0, di due verticali come in <1>, di Ire vcriicali come 
in 0', muniti di apici; ond’ò che 0 sarà la somma di t determinan- 
ti, sarà la somma di C delerminand, c 0'sarà la somma di 4 deler- 
minanti, essendo che 4, C e 4 sono le combinazioni di 4 cose prese 
a una a una a due a due, a tre a tre. 

454 . Posto ciò r eiuazione (.'») è la condizione percliò la (l) rap- 
presenti un cono (n.“ 201); ma la (5) è del 4.® grado, quindi per 
la linea comune a un fasci ) di superficie in involuzione passa- 
no quadro coni. 

433. Se À, è una radice della (G), il vertice del cono corrispon- 
dente a questa radice sarà dctcrmiual') dalle quattro equazioni se- 
guenti (n® cil.) : 

1/ j.-fÀ, V*j=0, l'j^-t-À,V y=0, l',-)-À,l ; — 0, b f-t-À, Fj.=0, 

Eliminando À, si anno sci equazioni di 2® grado appartenenti ad 
allrellante superfìcie, le quali passano per i quattro vertici de'sopra- 
indicati coni: delle equaz oni sono racchiuse nella scgucnle matrice: 


0 ) 


V’r V'y V'r 

» 'x y'y y\ y'r 


=0 ; 
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or a questa slessa equazione si perviene quando si van cercando 
(|uei punii che sono poli degli stessi piani rispetto a qualunque su- 
perficie del sistema (2). In falli se dinotiamo con 5. K, e, » le coor- 
dinate variabili, le equazioni de' piani polari del punto {x^y^z,v^) 
rispetto alle due siipci fii ie U c V sono 

5 +v V'r,^o, 

c perchè questi p'ani coincidano devono verificare le equazioni (7). 
Pertanto in un fascio di superficie in involuzione vi sono sempre 
quadro punii, i cui piani polari sono gli stessi rispetto a qua- 
lunque superficie del fascio ; questi quattro punti sono i vertici 
de' quattro coni che possono per la comune intersezione delle 
superficie. 

Quindi nc segue che se delti «ju il ro piani si prendono per piani 
coordinati, le equazioni delle snpcificieU eV possono essere ridotte 
alla forma u'x*+b'ij*+c'z^+d'w''—o, 

e il tetraedro fondami nlalc sarà coriugalo di ciascuna di queste 
superficie (n.“ 4ià'). 

Inoltre poiché ciascun vertice del tetraedro e la faccia opposta 
sono polo c piano polare rispetto alla superficie; c poiché inoltre 
cotesti vertici sono quelli de' quattro coni surriferiti, cosi ne segue 
che i Vertici de’ quattro coni che passano per V intersezione del 
fascio di superficie in involuzione sono a due a due poli armo- 
nici di qualunque superficie del fascio. 

i56. È facile trovare la condizione perche una superficie di 2” 
gr. passi pe' vertici del tetraedro coniugalo d' un’ altra superfi- 
cie. In fatti questa sei onda stipcificic riferita a ques'o tetraedro 
avrà per equazione ax‘‘+hu^+cz'‘+dv'‘—o, c la prima superficie do- 
vrà avere un’equazione priva dc’quadrati delle coordinale (n.“ 445), 
per modo che i coenicicnli a'. //, c'. d’ di questi quadrali devono 
esser nulli. Or quando si fanno queste ipotesi nell’espressione di 9 
(a) risulta 9=o, onde questa è la condizione richiesta, la quale avrà 
luogo per qualunque trasformazione di coordinale si voglia fare, es- 
sendo che le funzioni A, 9, ce. sono invarianti ( C.“ n.* 439). 

457. Similmente possiamo trovare la condizione perchè le facce 
del tetraedro coniugato d' una superficie di 2“ gr. U tocchino 
tin’ullra superficie. V dello stesso grado. In fatti la superficie U ri- 
ferita al tetraedro coniugalo à per cquaz. P=ax’+hy*+c 2 *-t-cit)’=o, 
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e in quest' ipotesi il determinante 0' (a) diviene 


0' = d 

ìa'gT 
9' b' e' 

! 

+ c 

a' g' h' 1 
q' b' k’ 

+ b 

a' fh' 
r c'-i' 


b' e' k' 
e' c' i' 


1 /■' e' c' 


h' k' d' 


h' i d' 

-f (l j 

k' i' d' 


ora la faccia cc=o sarà tangente la superficie V se l’ ultimo determi- 
nante è nullo ; c similmente perchè questa stessa superfìcie fosse 
toccala dalle altre facce y-o, z=o, i=o, devono essere nulli i de- 
terminanti che fanno da cocificicnti di b, c, d (20,27S); dunque la 
condizione richiesta è 0'-o. 

Osserviamo ora che questa condizione, secondo il n .® prec. , è 
pur quella che indica che la superficie U passi pe’ vertici del tetrae- 
dro coniugato di V, c però, se una superficie passa pe’ vertici del 
teaedro coniugato d’ una superficie, questa sarà toccata dalle facce 
del teaedro coniugato della prima. 

4j 8. Crediamo poterci qui arrestare, essendo il fin ora esposto 
sufficiente per una parte elementare dell' analisi delle coordinate 
relativa allo spazio, e valevole per porre lo studiantc sulla via di 
studiare opere che trattano con più es'ensione cotesto importante 
argomento. 


FINE DELLA 2.‘ PARTE E DELL'OPERA. 


Digitized by Google 



INDICE 


LIBRO /. 
CAPITOLO 1. 
Articolo 1. 
Articolo II. 


CAPITOLO II. 
Articolo I. 


Articolo II. 
CAPITOLO III. 
Articolo I. 
Articolo II. 
Articolo III. 
Articolo IV. 

LIBRO II. 
CAPITOLO I. 
Articolo I. 


Articolo II. 


CAPITOLO II. 

Articolo I. 
Articolo II. 
CAPITOLO III. 

Articolo I. 


Articolo II. 


Della retta e del piano. 

Delle projFzioni e delle coordinale. 

Delle proiezioni pag. i 

Delle coordinate cartesiane odi proiezione.— Equa- 
zioni d'un punto, d'una retta parallela a un pia- 
no coordinato, c d’un piano paraltelo a un asse 

coordinato 

Dclin retta c del piano. 

Kormole varie relative ad uno o a due punti. — 
Equazione generale d'un piano , ed equazioni 


generali d'una retta • 1S 

Della trasformazione delle coordinale . . . • 20 

Formolo relative a rette e a piani. 

Formole relative alla retta >23 

Forinole relativo al piano >32 

Fiirmolc relative a rette e piani 

Questioni diverse. — Fascio di piani anarmonico, 

armonico, 0 in involuzione >51 

Delle superficie di secondo grado. 

Principi generali. 


Significato geometrico d’una o più equazioni simul- 
tanee a tre variabili. — Teoremi sulle superfl- 

cie. — Alcune deflnizioni >57 

Del modo di trovare l’equazione d’una supcrflcie; 
e reciprocamente come investigare il luogo 

d’una data equazione 

Del centro e dei piani diametrali nelle superflcie 
di 2° grado. 

Del centro >75 

Dei piani diametrali 82 

Investigazione delle varie forme di superficie con- 
tenute nell’equazione generale di 2° grado. 
Riduzione dell'equazione generale di 2° gr. a for- 
ma più semplice. — Diverse specie di superficie 

di questo grado >93 

Equazioni omogenee delle varie specie di superfi- 
cie di 2® grado >99 


Digilìzed by Google 



119 


0\P1I OU> IV. — Proprietà delle siipcriicic di secondo grado. 

AnTicoi.o I. — Piano polare ; piano langcnlc ; normale. . . » 

Aiiticolo 11. — CoQtinuazionc dello slessoargomento. — Coni sup - 

plcmcnlari » 13.‘ii 

Articolo III. — Dei diametri delle superdeie dotate di centro . > 142 

CAPITOLO V. — Delle sezioni rettilinee, e circolari delle supcriìcie 
di secondo grado. 

\nTii:ni.n I. — Delle sezioni 

Aiiticolo 11. — Delle sezioni circolari nelle superficie di secondo 
grado — Condizioni percliò una supcriìcie di 

2° grado sia di rotazione » 157 

CAPITOLO VI. — Delle coniche focali c delle coniche sfericlie. 

Articolo 1. — Delle coniche focali. — Proprietà del cono di 2° 

grado ■ 167 

Articolo 11. — Delle coniche sferiche . . . . . . . . » 184 

CAPITOLO VII. — Delle superfìcie omofocali, e delle superfìcie reci- 

proche. 

Articolo 1. — Deile supcriìcie omofocali ■ 188 

Articolo lì. — Superficie reciproche • 199 

CAPITOLO Vili. — Coordinale quadriplanari e lelraediche. — Que- 
stioni diversi. 

■Articolo I. — Coordinate quadriplanari c iciraedriche . . » 310 

Articolo IL— Questioni diverse » 227 


642403 



Digilized by Google 




1 


i 

i 













